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Vorwort. 

Aus der reichhaltigen Literatur über die Reformbestrebungen des 
geometrischen Unterrichts sollen in diesem Vorwort nur zwei Haupt- 
forderungen herausgeschält und skizzierend begründet werden: 1. Berück- 
sichtigung des geometrischen Bewegungsprinzips, 2. stärkere 
Betonung der Lagebeziehungen. 

Mögen Veronese und Riemann eine Geometrie ganz ohne den 
Begriff der Beweglichkeit aufbauen, für die Schule ist zweifellos das 
Prinzip der Bewegung sowohl als methodisches wie als rein geometrisches 
Prinzip von schöpferischster Fruchtbarkeit. Newton weist schon in 
seinen sogenannten „Prinzipien" auf die Wichtigkeit dieses Prinzips hin, 
und kein Geringerer als Herbart setzt neben seine negative Kritik der 
Euklid sehen Beweismethode mit aller Bestimmtheit den positiven Reform- 
vorschlag, die geometrischen Größen als fließend, d. h. als stetig ver- 
änderlich aufzufassen. In seinem beinahe fanatisch geführten Kampf 
gegen den großen Geometer von Alexandrien verlangt Schopenhauer 
„anschauliche Begründung", Herstellung geometrischer Zusammenhänge 
durch Bewegung. Der Lehrsatz von Sophus Lie setzt ausdrücklich die 
Bewegung einer unveränderlichen Figur als möglich voraus; Überweg und 
Helmholtz erklären das Bewegungsprinzip für unentbehrlich zur Ent- 
wicklung der Geometrie, und selbst Veronese, der beim Aufbau seiner 
Geometrie diesem Prinzip absichtlich aus dem Wege geht, muß zugeben, 
daß die Bewegung zur Bildung der geometrischen Vorstellungen nötig 
sei. In der Tat handelt es sich schon bei der Gewinnung der Raum- 
vorstellung um zwei voneinander ganz verschiedenartige Bewegungen: 
1. um eine Ortsveränderung des äußeren Objektes, 2. um eine kompen- 
sierende entsprechende Bewegung unseres Körpers. Was den letzteren 
Punkt anlangt, so gilt es unter den Erkenntnistheoretikern der Gegenwart 
als ausgemacht, daß Gesichts- und Tastsinn uns die Raum Vorstellung nicht 
geben können ohne die Mitwirkung des Muskelsinnes mit seinen Be- 
, Wegungsempfindungen. ^) „Und zwar könnte dieser (Raum-)Begriff^' — 



1) Vgl. Riehl, Philosophischer Kritizismus. 
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TV Vorwort. 

sagt Poincare*) — „nicht aus einer einzelnen Empfindung, auch 
nicht aus einer Folge von Empfindungen abgeleitet werden, ja sogar 
ein unbewegliches Wesen könnte niemals zu ihm gelangen, denn 
es könnte durch seine Bewegungen nicht die Wirkungen der Orts- 
veränderung äußerer Objekte korrigieren und hätte also keinerlei Grund, 
sie von den Zustandsänderungen zu unterscheiden". Wenn ferner 
nach den Ergebnissen der Psychologie (Trendelenburg, Wundt, 
Seyfert) allen Raumgebilden die Vorstellung einer Bewegung zu 
Grunde liegt, wenn nach den Seyfertschen^) Versuchen beim Auf- 
fassen, Pesthalten und Wiedererzeugen von selbst starren Formen die 
Bewegungsvorstellungen eine überwiegende Rolle spielen, warum folgen 
wir der Natur nach dieser Richtung hin noch immer so wenig und 
kultivieren das methodisch, was sonst in dem Kopfe des Schülers un- 
bewußt vor sich geht? Langes logische Studien, die Untersuchungen 
von Sigwart, Eromann und Holder, sie alle laufen daraus hinaus, daß 
die Bewegung nicht nur das Konstruktionsprinzip geometrischer Raum- 
gebilde ^), sondern auch ein nicht minder wichtiges Prinzip für die Erörterung 
geometrischer Wahrheiten und Zusammenhänge ist, ja, daß die strenge 
Allgemeinheit geometrischer Lehrsätze auf einer ünendlichkeitsinduktion 
beruht, deren Sicherheit durch die Stetigkeit der hinzugedachten Be- 
wegung durchaus verbürgt wird. Und erst auf dem eigentlichen Gebiete 
geometrischer Methodik! Da haben Männer wie Sturm*), Hoffmann^), 
Becker®), Schlegel^), Dieckmann®) Schotten^), und andere immer 
und immer wieder warnend ihre Stimme gegen die Euklidsche Starrheit 
erhoben; sie verlangen zur Stärkung des räumlichen Anschauungsvermögens 
und zur -Erhöhung des geometrischen Interesses eine genetische Methode, 
welche „die räumlichen Gebilde nicht wie ein Gemälde im Momente des 
Gewordenseins, sondern im Flusse der Bewegui^ betrachtet'^ Die Brauch- 
barkeit und Fruchtbarkeit des Bewegungsprinzips theoretisch und praktisch 
gezeigt zu haben, ist endlich noch ein Hauptverdienst von v. Sallwürks 
„Didaktische Normalformen". Dort heißt es: „Es muß dabei nur be- 
achtet werden, daß das, was die verschiedenen Lagen zu solchen macht, 
als Folge einer stetig wirkenden Ursache dargestellt werde, damit die 
einzelnen ausgewählten Lagen nicht auch wieder als nur zufällige Er- 
scheinungen angesehen werden, femer, daß das verschiedenen Lagen 
Gemeinsame jedesmal als solches bestätigt werde'^ 



1) Poincare, Wissenschaft und Hypothese, übers, v. Lindemann. Ausführlicheres 
über den Bewegungsbegriff sowie den Zusammenhang der OrtsTeränderung eines 
äußeren Objekts und die korrigierende entsprechende Bewegung unserer Sinnesorgane, 
B. ebenda p. 59 — 64; 2) Deutsche Schulpraxis 1898; 3) Vgl. auch Raschig, Er- 
kenntnistheoretische Einleitung in die Geometrie; 4) Hoffmann sehe Zeitschrift I, 
474; 5) ebenda EI, 121; 6) ebenda HI, 465; 7) ebenda VH, 179; 8) ebenda XXIV, 84; 
9) Inhalt imd Methode des planimetrischen Unterrichts II, 64 — 83, 120, 125. 



Vorwort. Y 

Wir sehen: Obwohl vom erkenntnistheoretischen Standpunkte aus 
ein abstrakter Raumteil nicht in Bewegung sein kann — die Bewegung 
ist nicht objektiv wirklich, sondern eine subjektive Zutat des auffassenden 
und denkenden Menschen — laufen alle einschlägigen Untersuchungen, 
so verschiedenen Gebieten sie auch entnommen sein mögen, auf einen 
Strahlungspimkt zu, der als geometrisches und methodisches Entwicklungs- 
prinzip gleich wichtig ist — auf das Prinzip der Bewegung. Diesem 
Prinzip in weitgehendstem Maße gerecht zu werden, war eine Haupt- 
aufgabe vorliegenden Werkchens. 

Was mm die zweite Forderung: „Stärkere Betonung der Lage- 
beziehungen" anlangt, so scheint sie bei ihrer innerlichen Verwandtschaft 
mit der ersten Forderung ebenfalls mehr und mehr in den Brennpunkt 
der Reformbestrebungen gerückt zu werden; aber merkwürdig! nur auf 
dem Gebiete der Elementargeometrie. Schotten und Gille haben mit 
Recht sogar für den geometrischen Anfangsunterricht die Wege einer 
solchen Betrachtungsweise ausgesteckt und ihnen eine didaktische Unter- 
lage gegeben. Warum aber muß jene Geometrie, deren ganzes Wesen 
die Lagebetrachtungen ausmachen und die daher geradezu „Geometrie der 
Lage" genannt worden ist, warum muß sie bis auf vereinzelte Ausnahmen 
bis heute noch wie ein Bettelkind vor der deutschen Schultüre stehen, 
Einlaß begehrend? Warum muß sie es tun trotz den glänzenden Geleits- 
briefen, welche ihr Autoritäten wie Sturm ^), HankeP), Hauck^), 
Schlegel*), Günther^) und Reye^) mit auf den Weg gegeben haben? 
Die Abhandlungen dieser Männer sind so gehaltvoll, daß man sie am 
liebsten wörtlich hierher setzen möchte. Eine Stelle aus Hankels Vortrag 
aber kann ich nicht unterdrücken, da man vereinzelt immer noch der 
neueren Geometrie den Vorwurf der Schwerfälligkeit und Schwere nicht 
erspart: „So opfert die antike Geometrie zu Gunsten einer scheinbaren 
Einfachheit und Anschaulichkeit die wahre Einfachheit auf, welche in der 
Allgemeinheit der Prinzipien, und die wahre Anschaulichkeit, welche in 
der Erkenntnis des Zusammenhanges geometrischer Gestalten in allem 
Wechsel und aller Veränderlichkeit ihrer sinnlich vorstellbaren Lage be- 
ruht" Freilich, wenn man sich darauf beschränkt, einzelne Abschnitte 
der neueren Geometrie als Anhängsel und im Sinne der Euklid sehen 
Geometrie zu behandeln, wird man immer auf Schwierigkeiten stoßen; 
denn die Loslösung aus ihrem System bedeutet für die betreffenden 
geometrischen Wahrheiten in den meisten Fällen nichts anderes als Ver- 
zicht auf die natürlichen, eleganten, alle Fälle umspannenden Herleitungs- 
methoden und Einzwängen in künstliche, verzwickte, ihrem Charakter 
fremde Beweismanieren. Der Bildungswert der neueren Geometrie liegt 

1) Hoffmannsche Zeitschrift I, 476; 2) Die Entwicklung der Mathematik in 
den letzten Jahrhunderten; 3) Hoffmannsche Zeitschrift VII, 510; 4) ebenda VTI, 
179; ö) ebenda IX, 80; 6) Reye, Rektoratsrede. 



VI Vorwort. 

eben nicht allein im Stoflf, sondern vor allen Dingen in der 
Methode. 

Von den Gründen, weshalb der projektiven Behandlungsweise der 
Kegelschnitte besondere Rechte eingeräumt worden sind, will ich nur 
einen anführen. Schon Herbart macht der Mathematik den Vorwurf, 
es fehle ihr an philosophischer Durchsichtigkeit, man durchblicke das 
Ganze nicht. Es komme weniger auf die Resultate an, sondern auf das 
Denken selbst und dessen Gang. Und in der Tat sollte man vor den 
Augen der Schüler nicht nur einen buntscheckigen Komplex von Lehr- 
sätzen entstehen lassen, sondern Wissenschaft, nicht nur Einzelkenntnisse, 
sondern kausale Zusammenhänge, die zum Ganzen streben. Statt die 
Kegelschnitte im projektiven Sinne zu behandeln und von hier aus 
Brücken zu schlagen nach den anderen Behandlungsweisen (oder um- 
gekehrt), statt das wissenschaftliche System, das sich der Schüler mit den 
BegriflFen der Bewegung, der Perspektivität, Projektivität und Reziprozität 
von selbst aufbaut, zu berücksichtigen, werden die Kegelschnitte vielfach 
herausgerissen aus ihrem organischen Zusammenhang und die Einzelsätze 
auf „Euklid" zugeschnitten. So gleichen sie denn den Trümmern eines 
erhabenen Bauwerks, die lose und regellos nebeneinander liegen. Es fehlt 
der Gedanke des Ganzen; es fehlt die Freude am stolzen Aufbau; es fehlt 
jenes glückliche Frohgefühl, das so tief im Menschen schlummert und 
das schon den dreijährigen Synthetiker am Baukasten ausrufen läßt: 
„Schau, was ich gemacht habe, ein Haus!" 

Auf seine Wanderung in die Öffentlichkeit möchte ich diesem 
Werkchen noch die Schlußworte von Reyes klassischer Rektorätsrede 
zum Geleite mitgeben, die in folgenden warmen Appell an die deutsche 
Lehrerschaft ausklingt: 

„Wie ganz anders wird es (das Anschauungsvermögen) geübt und 
fortwährend in Anspruch genommen durch die um Wandlungsmethoden 
der neueren Geometrie, welche aus einem Raumgebilde unzählige andere 
entstehen lassen und zugleich deren Eigenschaften uns offenbaren! Auf 
strenge Logik, wir wiederholen es, legt die neuere synthetische Geometrie 
denselben Wert wie die antike; sie ist aber mannigfaltiger, anregender, 
anschaulicher als diese, ist überhaupt reicher an Bildungselementen als 
die meisten übrigen Zweige der Elementarmathematik. 

Damit aber ist die Antwort auf die Frage gegeben, ob die neuere 
synthetische Geometrie in die höheren Schulen einzuführen ist oder nicht. 
Ihre Einführung ist unabweislich; Bildungselemente, welche zu den besten 
und fruchtbarsten der elementaren Mathematik gehören, dürfen unserer 
Jugend nicht vorenthalten bleiben zu Gunsten anderer minderwertiger; 
durch Ausscheidung der letzteren können sie nach meiner Überzeugung 
ohne neue Belastung den Schülern der oberen Klassen zugänglich ge- 
macht werden. 



Vorwort. VII 

Lassen Sie mich schließen mit den enthusiastischen Worten eines 
früh verstorbenen Mathematikers (Hankel), der selber kein Syn- 
thetiker war! 

,,Euklid hatte einst seinem Könige Ptolemäus, der, wie wir be- 
greifen, das mühsame Studium der „Elemente^^ abschreckend fand, mit 
dem ganzen Stolze eines Gelehrten erwidert: „Es gibt keinen Königsweg 
zur Mathematik". Wir aber können hinzufügen: Die neuere Geometrie 
ist dieser Königsweg; sie hat „den Organismus aufgedeckt, durch 
welchen die verschiedenartigsten Erscheinungen in der Raumwelt mit- 
einander verbunden sind" (Steiner), und hat, wie wir ohne Übertreibung 
sagen können, das Ideal einer Wissenschaft beinahe erreicht". 

Sollte es dem anspruchslosen Büchlein gelingen, diesem geo- 
metrischen „Königs weg^^ wanderfrohe Freunde zuzuführen, so ist die 
Absicht des Verfassers erreicht. 

Ladenburg a. K, Osterferien 1907. 

K. G. Volk. 
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§ 1- 

Elemente und Grundgebilde. 

Zum Aufbau der ganzen neueren Geometrie sind nur wenige Grund- 
elemente als Bausteine nötig: 

Punkt, Gerade und Ebene.^) 
Durch Bewegen und Zusammenfügen dieser drei Elemente können alle, 
auch die kompliziertesten räumlichen Formen erzeugt werden. Die ein- 
fachsten Figuren, die man auf diese Weise erhält, sind die folgenden 
sogenannten Grundgebilde. 

IL Der StraMenbüscliel. 
Wandert eine Gerade in einer 
Ebene so, daß sie stets durch ein 
und denselben Punkt hindurchgeht, 
so beschreibt sie einen Strahlen- 
büschel (Fig. 1). 

Erklärung 2. Unter einem 
Strahlenbüschel versteht man 
also die Gesamtheit aller 
Strahlen, welche in der Ebene 
durch einen Punkt gehen. 
(Punkt « Träger). 



I. Die Punktreihe. 

Wandert ein Punkt in einer 
Ebene so, daß er stets auf ein 
und derselben Geraden weiterrückt, 
so beschreibt er eine gerade 
Punktreihe. 

Erklärung 1. Unter einer 
geraden Punktreihe versteht 
man also die Gesamtheit aller 
in einer Geraden liegenden 
Punkte. (Gerade = Träger.) 





Fig. 1. Fig. 2 

IIL Der Ebenenbüschel. 

Dreht sich eine Ebene so, daß sie dabei fortwährend durch ein und 
dieselbe Gerade hindurchgeht, so beschreibt sie einen Ebenenbüschel (Fig. 2). 

Erklärung 3. Unter einem Ebenenbüschel versteht man 
also die Gesamtheit aller Ebenen, die durch eine feste Gerade 
hindurchgehen. (Gerade = Achse.) 

1) Für Punkt und Gerade gibt es keine stichhaltige Definition, für die Ebene 
nur dann, wenn man mindestens einen der beiden ersteren Begriffe zu Hilfe nimmt. 
Wir dürfen diese drei Elemente als Grundbegriife voraussetzen, die uns von Kindheit 
an klar und geläufig sind. 

Volk, Elemente der neueren Geometrie. 1 




2 § 2. Uneigentliche Elemente und Grandgebilde. 

Die Gebilde Punktreihe, Strahlenbüschel und Ebenenbüschel werden 
alle durch eine einfache Bewegung eines ihrer Elemente erzeugt. Zwar heißen 
sie demgemäß ,,einfache Grundgebilde" oder „Grundgebilde erster Stufe"; 
doch sind sie für den systematischen Aufbau unserer Geometrie vollkommen 
ausreichend. 

§ 2. 

üneigentliclLe Elemente und Grnndgebilde. 

Die Elemente (Punkt, Gerade, Ebene) und die Grundgebilde (Punkt- 
reihe, Strahlenbüschel, Ebenenbüschel) lassen wichtige begriflFliche Er- 
weiterungen zu, sobald man die Bewegung der wandernden Elemente nicht 
nur im Endlichen, sondern bis ins Unendliche verfolgt. 
I. Der nneigentliche Punkt. 

Zu dem Begriff des uneigentlichen Punktes kommt man am einfachsten, 
wenn man den wandernden Punkt P als Schnittpunkt einer festen Geraden /und 
einer beweglichen Geraden r auffaßt, die um einen festen, nicht auf /"liegenden 

Punkt S rotiert (Fig. 3.) Bewegt sich die Ge- 
rade r aus ihrer Anfangslage auf die zu 
f parallele Gerade g^) zu, so rückt der 
Schnittpunkt P, die Punkte P^, P^, P3 . . . 
durchlaufend, immer weiter auf f fort. In 
^^^ ^ dem Augenblick, wo r mit g zusammenfällt, 

ist der Schnittpunkt zu einem unendlich fernen oder „uneigentlichen" Punkt 
geworden. Dreht man r im gleichen Sinn über g hinaus weiter, so er- 
scheint der Schnittpunkt sofort wieder auf der anderen Seite, um nach 
und nach wieder in seine Anfangslage zurückzukehren. Da die Drehung 
von r ohne jeden Sprung, also stetig vor sich geht und auf der ganzen 
Wanderung jeder Lage von r ein und nur ein Punkt auf f entspricht, 
können auch g und f nur einen Punkt gemeinsam haben. 

1. Ergebnis. Eine Gerade besitzt nur einen einzigen un- 
eigentlichen Punkt. 

2. Ergebnis. Zwei parallele Gerade sind als zwei Gerade zu 
betrachten, welche sich im Unendlichen schneiden.^) 

Mag also ein Punkt P auf f nach 
der einen oder nach der anderen Seite von seiner Anfangslage aus wandern, 
immer muß er, denselben unendlich fernen Punkt von f durchlaufend, 
wieder zum Ausgangspunkt zurückkommen. Die Gerade f ist demnach 
eine nirgends unterbrochene, vollständig geschlossene Linie, und zwar hängen 
ihre beiden Seiten durch den unendlich fernen Punkt miteinander zusammen. 

1) Hier wird stillschweigend vorausgesetzt: Durch einen Punkt gibt es zu einer 
Geraden nur eine Parallele. (Euklidisches Postulat.) Der Beweis dieses Satzes 
ist nach den Untersuchungen von Lobatschewsky und Bolyai (Gauß) unmöglich. 

2) Wodurch unterscheidet sich also die neuere Auffassungsweise zweier Parallelen 
von der alten? 
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Um* sich ein Bild von diesem Zusammenhang zu machen, kann man 
die Gerade f auch als Grenze eines veränderlichen Kreises ansehen, dessen 
Radius unendlich groß wird. Berührt nämlich dieser veränderliche Kreis 
die Gerade im Punkt A^ während sein Mittelpunkt auf n ins Unendliche 
fortschreitet, so wird in dem Augen- 1 

blick, wo M im Unendlichen an- 
gekommen ist, die Kreislinie in die 
Gerade f übergehen. Die Bewegung 
eines die Gerade /' durchwandernden 
Punktes P ist also in gewissem Sinn 
eine kreisförmige. 

II. Die uneigentliche Gerade. 

Entsprechend der Untersuchung I faßt 
man eine wandernde Gerade ^ als 
Schnittgerade einer festen Ebene F und 
einer beweglichen Ebene B. auf, die 
sich um -eine feste, nicht durch F gehende Achse dreht (Fig. 5). Da 
auch in diesem Falle die Drehung von i? ohne jeden Sprung, also stetig 
vor sich geht und auf der ganzen 
Wanderung jeder Lage von i? 
eine und nur eine Gerade auf 
i^ entspricht, können auch G 
und T nur eine — eben die 
unendlich ferne — Gerade ge- 
meinsam haben. 

3.Ergebnis.EineEbene 
besitzt nur eine einzige 
uneigentliche Gerade. 

4. Ergebnis. Zwei pa- 
rallele Ebenen sind als 
zwei Ebenen aufzufassen, 
welche sich im Unendlichen schneiden. 
III. Die uneigentliche Pnnktreihe. 

Da jede Gerade als Träger einer Punktreihe aufgefaßt werden kann, 
versteht man unter einer uneigentlichen Punktreihe die Gesamtheit aller 
in einer unendlich fernen Geraden liegenden Punkte. 




Fig. 5. 



IV. Der Parallelstrahlenbüschel. 

Nach Ergebnis 2 versteht man 
unter zwei parallelen Geraden solche, 
die einen unendlich fernen Punkt 
miteinander gemeinsam haben. Die 
zu f parallele Gerade g (Fig. 6) geht 
also durch den uneigentlichen Punkt 



V. Der Parallelebenenbüschel. 

Nach Ergebnis 4 versteht man 
unter zwei parallelen Ebenen solche, 
die eine unendlich ferne Gerade mit- 
einander gemeinsam haben. Die zu' 
F parallele Ebene 6r (Fig. 7) geht 
also durch die uneigentliche Gerade 
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P(X> von f. Läßt man nun g in 
der Ebene wandern, aber so, daß sie 
immer parallel bleibt zu /*, so muß 
sie nach E. 2^) auf ihrer ganzen 
Wanderung stets durch den unend- 
lich fernen Punkt von f gehen. Die 



ff- 



Fig. 6. 

wandernde Gerade g beschreibt also 
einen Strahlenbüsehel, dessen Mittel- 
punkt der unendlich ferne Punkt von/* 
ist; die Strahlen dieses uneigentlichen 
Strahlenbüschels sind alle zueinander 
parallel. 

5. Ergebnis. Ein uneigent- 
licher Strahlenbüschel oder 
Parallelstrahlenbüschel ent- 
hält alle Parallelen, die sich 
in der Ebene zu irgend einer 
Geraden ziehen lassen. 



p cx) von F. Läßt man nun 6r im 
Räume wandern, aber so, daß sie 
immer zu F parallel bleibt, so muß 
sie nach E. 4 auf ihrer ganzen 
Wanderang stets durch die unend- 
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Fig. 7. 

lieh ferne Gerade von Zugehen. Die 
wandernde Ebene G beschreibt also 
einen Ebenenbüschel, dessen Achse die 
unendlich ferne Gerade von F ist; die 
Ebenen dieses uneigentlichen Ebenen- 
büschels sind alle zueinander parallel. 
6. Ergebnis. Ein uneigent- 
licher Ebenenbüschel oder 
Parallelebenenbüschel enthält 
alle parallelen Ebenen, die sich 
imRaume zu irgend einerEbene 
legen lassen. 



§ 3. 

Das Gesetz der Reziprozität. 

Nach § 1 erhält man beim Wandern: 



einer Geraden um einen 
einen Strahlenbüschel. 



Punkt 



eines Punktes längs einer Ge- 
raden eine Punktreihe. 

Der Satz rechts ergibt sich sofort aus dem Satz links, wenn man 
nur überall statt „Punkt" „Gerade" und statt „Gerade" „Punkt" setzt. Die 
Elemente „Punkt" und „Gerade" stehen also einander in der Ebene als 
vertauschbar oder als „reziprok" gegenüber. Dieses Reziprozitätsgesetz 
ist in der neueren Geometrie von der größten Fruchtbarkeit; kann man 
doch mit seiner Hilfe zu jedem Satz als Gegenbild einen neuen Satz 
finden, der ebenfalls richtig ist. Die ganze Geometrie zerfällt so in zwei 
große Hälften, von denen die eine sich sofort ergibt, wenn die andere 

1) Nach Ergebnis 2. 
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gegeben ist. Der Übersichtlichkeit wegen stellt man gewöhnlich zwei 
solche „reziproke" Sätze einander gegenüber, z. B.: 

Je zwei Gerade bestimmen einen 
Schnittpunkt. 

Dreiseit. 

Drei nicht durch einen Punkt 
gehende Geraden PuP^^Ps können 
sich in drei Punkten schneiden; es 
entsteht ein Dreiseit. 

Ein Dreiseit hat drei Ecken. 

Tlerseit. 

Vier Gerade ä^, h^, \, \ einer 
Ebene können sich in sechs Punkten 
schneiden. Es entsteht so ein „voll- 
ständiges Vierseit", welches die 
vier Geraden als „Seiten" und die 
Schnittpunkte der Geraden als 
Ecken" hat. 

Ein vollständiges Vi er seit hat 
also sechs Ecken. 

Zwei Ecken, durch welche 
alle vier Seiten hindurch gehen, 
heißen Gegenecken 



Zwei Punkte bestimmen eine 
Verbindungs gerade. 

Dreieck. 

Drei nicht in einer Geradenliegende 
Punkte Pi, Pg? ^8 können durch 
drei Gerade miteinander verbunden 
werden; es entsteht ein Dreieck. 

Ein Dreieck hat drei Seiten. 

Viereck. 

Vier Vun^iiei H^^H^^H^^H^ einer 
Ebene kann man durch sechs Gerade 
verbinden. Es entsteht so ein „voll- 
ständiges Viereck" welches die vier 
Punkte als „Ecken" und die un- 
begrenzt verlängerten Verbindungs- 
geraden als „Seiten" hat. 

Ein vollständiges Viereck hat 
also sechs Seiten. 

Zwei Seiten, welche zusammen 
alle vier Ecken enthalten, heißen 
Gegenseiten 

[H~H^ und Äg^; ^[JI^ undfi^^g; 
H,H, und Hjl,] . 
Ein Viereck hat drei Paar 
Gegenseiten. 



n 



und A3Ä4; hji^ und 



KK 



W und Ä2Ä3] . 
Ein Vier seit hat drei Paar 
Gegenecken. 




7l„ 




Fig. 8. 

Der Schnittpunkt zweier 
Gegenseiten heißt Nebenecke. 

Es gibt im Viereck also drei 
Nebenecken (iV^, N^, N^), 



Fig. 9. 

Die Verbindungsgerade zweier 
Gegenecken heißt Nebenseite. 

Es gibt im Vi er seit also drei 
Nebenseiten (m,, m^, m^. 
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Die Verbindungsgerade je i Der Schnittpunkt je zweier 

zweier Nebenecken heißt Neben- Nebenseiten heißt Neben- 

ecklinie. Ein Viereck hat drei seitecke. Ein Vierseit hat drei 

Nebenecklinien (n^ n^, Wg). Nebenseitecken {M^, M^, Jfg). 

Das Zusammensetzen von ßrnndgebilden. Perspektive Ver- 
wandtschaft. 

I. Zusammensetzen von ungleichartigen Grundgebilden. 

Schon bei der Untersuchung I in § 2 zeigte sich, daß jeder Lage der 
wandernden Geraden r ein und nur ein Punkt auf der festen Geraden f 

entspricht. 

Setzt man nun eine Punktreihe f und 
einen Strahlenbüschel S beliebig zusammen 
(Fig. 10) ^), so kann man zwar f entweder 
als „Schnitt" von 8 oder aber S als 
„Schein" von f auffassen. Immer liegt 
aber nach obiger Bemerkung in einem 
Element des Büschels ein und nur ein 
Element der Punktreihe. Es entsprechen 
sich also in den zusammengesetzten Grund- 




Fig. 10. 



gebilden die Elemente: 



C und c : 



A und a; B und 6; ^ «x*v. ^, 

Eine solche Zuordnung, bei welcher jedem Element des einen Gnmd- 
gebildes ein einziges Element des anderen entspricht, nennt man eine 
Perspektive. 

1. Erklärung. Eine Punktreihe und ein Strahlenbüschel sind 
perspektiv, wenn die Punktreihe ein Schnitt des Büschels ist. 

2. Aufgabe. Welche Grundgebilde sind perspektiv auf- 
einander bezogen, wenn man: 

1. eine Gerade, 

2. eine Ebene 

mit einem Ebenenbüschel zum Sc hnitt bringt? 

3. Zusammenfassung. Zwei ungleichartige Grundgebilde sind 
perspektiv, wenn das eine ein Schnitt oder Schein des anderen ist. 

IL Zusammensetzen von gleichartigen Grundgebilden mit Hilfe eines 
ungleichartigen. 

Setzt man mit dem Strahlen- , Setzt man mit der Punktreihe f 
büschel S noch eine zweite Punkt- j noch einen zweiten Strahlenbüschel aS^^ 

1) Der Schüler soll die Figuren entstehen sehen und sie daher stets mit- 
zeichnen, auch wenn sie dem Text beigefügt sind. 
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reihe f^ zusammen (Fig. J 1), so hat 
wieder jeder Strahl des Büschels einen 
und nur einen Punkt mit der Punkt- 
reihe /"^ gemeinsam, d.h. die Punktreihe 
f^ ist ebenfalls perspektiv auf den 
Strahlenbüschel 8 bezogen. Aber 
auch die Elemente der beiden Punkt- 
reihen f und f^ sind mit Hilfe des 
gemeinsamen Strahlenbüschels in be- 
stimmter Weise einander zugeordnet. 
So haben z. B. die Punkte: 



zusammen (Fig. 12), so geht durch 
jeden Punkt der Punktreihe ein und 
nur ein Strahl des Strahlenbüschels 
Äj, d.h. der Strahlenbüschel Ä^ist eben- 
falls perspektiv auf die Punktreihe 
f bezogen. Aber auch die Elemente 
der beiden Strahlenbüschel 8 und 
8^ sind mit Hilfe der gemeinsamen 
Punktreihe in bestimmter Weise 
einander zugeordnet. So haben z. B. 
die Strahlen: 





Fig. U. 



Fig. 12. 



A und Ä^ den Strahl 



a 



B 

C 
D 



V 



jy 



V 



77 



77 



;? 



w 






d 



gemeinsam, 



Punkt der^ 



^1 

^1 77 

Jedem 

Punktreihe f ist also ein und nur 
ein Punkt der Punktreihe f^ ver- 
mittelst des gemeinsamen Strahles 
zugewiesen. 

4. Erklärung. Zwei Punkt- 
reihen sind perspektiv, wenn 
sie Schnitte eines Büschels 
sind. 



a 
b 
c 
d 



und 



;> 



77 



?» 



a. 



h 



d. 



den Punkt A, 

C, 



^> 



>; 



7? 



77 



>; 



;; 



gemeinsam. Jedem Strahl des 
Strahlenbüschels 8 ist also ein und 
nur ein Strahl des Strahlenbüschels 
Äj vermittelst des gemeinsamen 
Punktes zugewiesen. 

4". Erklärung. Zwei Strahlen- 
büschel sind perspektiv, wenn 
sie Scheine einer Punktreihe 
sind. 



6. Aufgabe. Unter welcher Bedingung sind zwei Ebenen- 
büschel perspektiv aufeinander bezogen? 

6. Zusammenfassung. Zwei gleichartige Grundgebilde sind 
perspektiv, wenn sie entweder Schnitte oder Scheine eines un- 
gleichartigen dritten Grundgebildes sind. 
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III. Perspektive Figuren. 

In derselben Weise wie die Elemente der Grundgebilde eindeutig 
einander zugeordnet wurden, lassen sich auch die Ecken und Seiten 
ganzer Figuren einander eindeutig zuordnen. 

Denkt man sich von all den Punkten eines Gegenstandes, z. B. der 
Wandtafel aus, Strahlen nach dem Auge gezogen, so bilden alle diese 
Strahlen ein Strahlenbündel, dessen Mittelpunkt das Auge ist. Schiebt 
man nun irgend eine Ebene zwischen Wandtafel und Auge, so wird die 
Ebene von jedem Strahl in einem Punkte geschnitten. Jedem Punkt der 
Wandtafel entspricht so ein Bildpunkt der Ebene (Fig. 13) oder anders 

ausgedrückt: Jeder Punkt 
der Wandtafel wird durch 
den zugehörigen Strahl auf 
E „projiziert*^ Läßt man 
einen Strahl längs einer 
Kante wandern, so be- 
schreibt er eine Ebene, 
welche E in einer Geraden 
schneidet. All den Punkten 
der Kante entsprechen also 
auf E Punkte, die ebenfalls 
in einer Geraden liegen; 
kurz, gleitet der Strahl allen vier Kanten entlang, so schneidet er auf E 
eine Figur aus mit vier Ecken und vier geraden Seiten. Diese Figur 
ist die „Projektion" oder das „Perspektive Bild*' der Wandtafel. Immer 
nennen wir zwei Figuren perspektiv, wenn die Verbindungsgeraden ent- 
sprechender Ecken durch einen Punkt (Perspektivitätszentrum) hindurch- 
gehen. 

7. Aufgabe. In zwei zueinander geneigten Ebenen E^ und 
E sind zwei Dreiecke ABC und A^B^C^ so gezeichnet, daß 




Fig. 18. 




AB 


und 


Ä,B, 


AC 


» 


AC, 


BC 


» 


B,C, 



Fig. 14. 



sich auf der Schnittgeraden von 
E^ und E schneiden; es ist zu 
untersuchen, was die Verbindungs- 
geraden AA^j BB^ und CC^ für 
eine Lage zueinander haben. 

Zur Veranschaulichung knicke man 
einen Karton mitten durch (Fig. 14) 
und zeichne auf den zueinander ge- 
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neigten Hälften E^ und E die gegebenen Dreiecke ABC und A^, B^, C^ 
so, daß je zwei entsprechende Seiten sich auf der Knicklinie schneiden. 
Da jetzt die Verlängerungen von AB und A^B^ einen Punkt gemeinsam 
haben, läßt sich eine Ebene legen, die sowohl durch AB als auch durch 
A^B^ geht. Aus demselben Grunde kann man durch AC und A^C^ und 
durch BC und B^C^ eine Ebene legen. Die beiden Ebenen: 

m 

AB I AC 

AbJ "^^ A,C, 

schneiden sich in einer Greraden, in der sowohl die Ecke A als auch A^ 
liegt; denn die Schnittgerade muß ja alle Punkte enthalten, welche die 
beiden Ebenen gemeinsam haben. Steckt man also durch je zwei ent- 
sprechende Eckpunkte Stricknadeln, so stellen diese nichts anderes vor 
als die Schnittgeraden je zweier Ebenen. Alle drei Ebenen zusammen- 
genommen bestimmen aber einen Punkt. Dieser Punkt muß, weil er allen 
Ebenen angehört, da liegen, wo ihre Schnittgeraden AA^, BB^ und 

CC^ sich schneiden. Da die Schnittgeraden nichts anderes sind als die 
Verbindungsgeraden, folgt: 

8. Satz von Desargues. Liegen zwei Dreiecke in ver- 
schiedenen Ebenen so, daß die drei Schnittpunkte je zweier 
entsprechenden Seiten auf einer Geraden sich befinden, so 
gehen die Verbindungsgeraden entsprechender Ecken durch 
einen Punkt, d. h. die Dreiecke liegen perspektiv. 

Wendet man diesen Satz zweimal an, 
indem man über BC bzw. B^C^ ein zweites Dreieck BCJD bzw. B^C^D^ 
so errichtet^), daß wieder je zwei entsprechende Seiten sich auf der Knick- 
linie schneiden, dann müssen einerseits AA-^, BB^^ 0(7^, andererseits DD^ 
BB^, CC^ durch einen Punkt gehen. Dieser Punkt ist durch die Ge- 
raden BB^ und CC^ schon festgelegt. Die Geraden AA^ und DD^^ be- 
gegnen sich also im Schnittpunkt S von BB^ und CCj^*^ sie bestimmen 
daher eine Ebene A A^SD^D, welche auf iJ und E^ die Geraden AD und A^D^ 
ausschneidet. AD und A^D^ schneiden sich also ebenfalls auf der Knicklinie. 
Faßt man nun sämtliche Verbindungsgeraden von J., B, C, D bzw. 
von A^, B^ Cj, D^ als Seiten eines vollständigen Vierecks (ABCD bzw. 
A^B^C^D^) auf, so gilt das 

9. Ergebnis. Schneiden sich von zwei vollständigen Vier- 
ecken ABCD und A^B^C^D^ fünf Paar entsprechender Seiten: 

aa^\ h\'^ cc^\ dd^] ee^ 

in Punkten einer Geraden, dann schneiden sich auch: 

1. die übrigen sechsten Seiten /" und /"^ auf derselben Geraden, 

1) Die Vervollständigung der Figur bleibt dem Schüler überlassen. 
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2. alle Verbindungsgeraden entsprechender Ecken in ein 
und demselben Punkte, d. h. die Vierecke liegen perspektiv. 

Diese Sätze haben Gültigkeit, wie die 
Ebenen E^ und E auch immer zueinander geneigt sein mögen. Läßt man 
also E^ um die Achse x wandern, so werden zwar auch die Verbindungs- 
geraden entsprechender Ecken wandern; sie müssen sich aber immer in 
einem bestimmten Punkt schneiden, da ja die Schnittpunkte entsprechender 
Seiten als in der Achse liegend fest bleiben. Dreht man daher E^ soweit, 
bis E und E^ eine einzige Ebene bilden, so ergibt sich die Richtigkeit 
der obigen Sätze sofort für den Fall, daß die Drei- bzw. Vierecke nicht in 
zwei verschiedenen Ebenen, sondern in ein und derselben Ebene liegen. 



§ 5. 

Harmonisclie Gebilde. 

Das vollständige Viereck (bzw. Vierseit) spielt in der neueren Geo- 
metrie insofern eine Rolle von grundlegender Bedeutung, als irgend eine 
seiner Nebenecklinien zum Träger von Punkten wird, die eine besonders 
ausgezeichnete Lage zueinander haben. Auf einer solchen Neben ecklinie, 
z. B. auf ^i-Ng in Fig. 8 werden nämlich von dem dritten Paar Gegen- 
seiten HiSs und ^2^4 noch zwei Punkte X^ und Xg ausgeschnitten, 
und diese zwei Schnittpunkte bilden zusammen mit den beiden Neben- 
ecken N^ und N^ eine Gruppe von vier „harmonischen" Punkten oder 
einen „harmonischen Wurf". Die Schnittpunkte X^, X^ sind das eine 
Paar, die zwei Nebenecken — auch Fundamentalpunkte genannt — das andere 
Paar zugeordneter Punkte. An unserer Figur liegen also harmonisch: 

N,X,N,X,', N,Y,N,Y,', N,Z,N,Z,, 

I. Harmonisclie Punkte. 

Vier Punkte einer Geraden f liegen harmonisch, wenn es ein voll- 
ständiges Viereck gibt, von dem ein Paar Gegenseiten durch A, ein Paar 

Gegenseiten durch C, die fünfte Seite durch 
B und die sechste Seite durch D hin- 
durchgeht. 

1. Aufgabe. Gegeben sind drei 
Punkte Ä, JB, C auf einer Geraden; es 
soll der vierte harmonische Punkt 
(zu B bezüglich Ä und C) gesucht 
werden. 

Nach Anleitung der Figur 15 braucht 
man nur in der dort durch ZiflFern ange- 
gebenen Reihenfolge der Seiten ein voll- 
Fig. 15. ständiges Viereck zu zeichnen; die Gerade 
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6 schneidet dann die gegebene Gerade in dem gesuchten vierten har- 
monischen Punkt D. 

Offenbar kann man die verschiedensten Vierecke zur Lösung der 
Aufgabe benutzen. Zeichnet man nach Art der Figur noch ein zweites 
Viereck, so muß die sechste Seite dieses neuen Vierecks nach Satz 9, 
§ 4 durch den gleichen Punkt D gehen. 

2. Ergebnis. Durch ein Punktpaar AC und einen Punkt B 
ist der vierte harmonische Punkt D eindeutig bestimmt. 

Hält man in dem Viereck H^H^H^H^ (Fig. 8) die zwei Nebenecken 
N^ und j^Tg sowie die zwei Hauptecken H^ und H^ fest, während die Seite 
H^S^ sich um N^ dreht, so gleiten die Ecken H^ und H^ die festen 
Seiten N^H^ und N^H^ entlang; die Gegenseiten H^H^ und H^^H^ aber 
drehen sich gleichzeitig um die festen Punkte Ä^ und H^ so, daß jeder 
geringen Drehung von JV^jETg eine solche von H^H^ und H^H^ entspricht. 
Die ausgeschnittenen Punkte X^ und Xg aber bewegen sich — von N^ 
und iVg immer harmonisch getrennt — im entgegengesetzten Sinne auf 
N^N^, Je mehr sich N^H^ auf N^ zu bewegt, desto näher rücken X^ 
und X^ einander und in dem Augenblick, wo N^H^ durch iVg geht, fallen 
sie mit ^3 zusammen. 

3. Ergebnis. Rückt ein Punkt des zweiten Punktpaares in 
einen Fundamentalpunkt hinein, so fällt auch der zugeordnete 
Punkt mit diesem Fundamentalpunkt zusammen. 

4. Aufgabe. Bestimme den vierten harmonischen Punkt 
für den Fall, daß X^ in den Mittelpunkt von ^^N^ gerückt ist. 

5. Aufgabe. Untersuche die Bewegung des vierten har- 
monischen Punktes Xg, wenn X^ die ganze Punktreihe durch- 
läuft. 

6. Aufgabe. Gegeben ist eine Strecke N^N^ und ihr Mittel- 
punkt M] durch einen beliebigen Punkt H^ soll eine Parallele 
nur mit Hilfe des Lineals gezogen werden. 

7. Aufgabe. Es ist zu untersuchen, ob eine Gruppe von vier 
harmonischen Punkten auch dann noch harmonisch bleibt, wenn 
bestimmte Punkte miteinander vertauscht werden. 

Nach der Definition der harmonischen Punkte müssen immer durch 
den ersten und dritten Punkt je zwei Gegenseiten und durch den zweiten 
und vierten Punkt das letzte Paar von Gegenseiten gehen. Dies ist der 
Fall, auch wenn man die Punkte eines einzigen Punktpaares miteinander 
vertauscht; es bleiben also folgende Würfe harmonisch: 

ABCD-, ADCB-, CBAD-, CD AB. 

Es ist offenbar gestattet, das Punktpaar BD mit AC zu vertauschen, 
sobald man zeigen kann, daß B und D auch die Rolle von Fundamental- 
punkten übernehmen können. Zieht man zu diesem Zwecke die Ver- 
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bilidlmg.geiadeii (Fig. 16): 






'^IZ; 


z,r,; r,z,; r,z,. 




so muß nacli § 5, L: 






Z^Y, als 8«ch«t6 Seite im 


volktündigen Viereck EY^JZ, 


durch B 


a,Y, „ „ • „ „ 


z,jr,F 


„ D 


y,ü, , , ., „ 


JZfiY, 


B 


^A „ „ , „ 


Y,HZ,J 


„ D 






ü Viereck 



l', Z^ Y^ Zg sind also die beiden Punkt« 
B und D nichts anderes ala Neben- 
ecken fFundamentalpnnkt«), während 
A and C als Schnittpunkte des letzten 
Paars (regenseiten ¥,Yi, Z,Zf mit 
der Nebenecklinie BD erscheinen. 
Der Wurf BCDA, in welchem die 
beiden Punktpaare ihre früheren 
Rollen miteinander vertauscht haben, 
ist ebenfalls hfomoniBch. 

yjg ,j Vertauscht mau in diesem har- 

monischen Wnrf wie oben wiederum 
die Punkte eines Punktpaares, so ei^eben sich die harmonischen Würfe: 

BCDA; BADC; DCBA; DABC. 
8. Ei^bnis, In einem harmonischen Wurf kann man: 

1. die Punkte eines einzigen Punktpaares, oder 

2. die zwei Paare zugeordneter Punkte miteinander ver- 
tauschen. 

II. Hannonisclie StrahlenhÜBchel. 

Verbindet man irgend einen Punkt mit vier harmonischen Punkten 
durch gerade Linien, so erhält man „vier harmonische Strahlen" oder ein 
„harmonisches Strahlenböschel". 

1. Anfgabe. Gegeben sind 
die drei Strahlen a, b, c eines 
Büschels; es soll der vierte har- 
monische (b zugeordnete) Strahl 
gezeichnet werden (Fig. 17). 
Eine beliebige Transversale t 
t schneidet die gegebenen Strahlen in 
A, B, C; die Aufgabe läuft also 
darauf hinaus, zu dem Punkt B den 
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vierten harmonischen bezüglich ÄC zu suchen. Zu diesem Zwecke er- 
gänzt man die Figur zu einem vollständigen Viereck, indem man durch 
A und C zwei beliebige, sich auf h schneidende Geraden AE und CG 
zieht. Die Verbindungslinie GE liefert dann den vierten harmonischen 
Punkt und damit auch den vierten harmonischen Strahl SD. 

Faßt man AG EG als vollständiges Viereck auf, so muß die Neben- 
ecklinie DF wieder von dem letzten Paar Gregenseiten AG und CE har- 
monisch geschnitten werden; KFJD liegen also auch harmonisch. Da 
bei der Konstruktion die Lage von F auf b beliebig war, bleiben die je- 
weiligen Schnittpunkte harmonisch, wie sich auch t um D drehen mag. 

2. Ergebnis. Schneidet eine Gerade t einen Strahlenbüschel 
in vier harmonischen Punkten ABCD, so schneidet auch jede 
andere Transversale, die mit t einen der vier Punkte (i)) ge- 
meinsam hat, das Büschel in vier harmonischen Punkten. 

Ist t auf seiner Wanderung bis t^ gekommen, so kann es nach dem- 
selben Satze auch so weiter wandern, daß es sich nicht mehr um D, 
sondern um K dreht. Immer werden aber nach E. 2 die entstehenden 
Schnittpunkte harmonisch liegen müssen. Mit Ausschaltung der Trans- 
versalen t^ gilt daher allgemein das 

3. Ergebnis. Vier harmonische Strahlen werden von einer 
beliebigen Geraden in vier harmonischen Punkten geschnitten. 

Wendet man E. 3 auf Fig. 8 an, so folgt sofort die harmonische Lage 
der Strahlenbüschel: 

Als Schnitte dieser harmonischen Büschel müssen dann auch folgende 
Würfe harmonisch sein: 

4. Ergebnis. Jede Seite wird von den Nebenecklinien har- 
monisch geschnitten. 

Wären in der Fig. 8 die Punkte H^, H^j H^, H^ nicht als Ecken 
eines vollständigen Vierecks, sondern die Seiten N^H^, ^^i^s? -^3^2? 
N^H^ als Seiten eines vollständigen Vierseits aufgefaßt worden, so hätten 
N^ und iVg, H^ und H^, H^ und H^ die Rollen von Gegenecken über- 
nommen. Die Untersuchungen führen unter dieser Voraussetzung selbst- 
verständlich zu denselben Ergebnissen. Erwähnenswert ist nur noch der Satz : 

6. Ergebnis. Im vollständigen Vierseit wird die Verbindungs- 
gerade von je zwei Gegenecken vom letzten Paar Nebenseiten 
harmonisch geschnitten. 
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6. Aufgal)e. Gegeben sind zwei Gerade a und b und ein 
Punkt N^ in derselben Ebene; es soll der geometrische Ort 
aller vierten harmonisclien Punkte zu N^ bezüglich a und h 
gesucht werden (Fig. 18). 

Um zunächst einen vierten har- 
monischen Punkt bezüglich a und h zu 
bekommen, zieht man die beiden Trans- 
versalen iVjJi^j und N^B^B^, In 
dem ernaltenen vollständigen Viereck 
A^A^B^B^ ist dann ganz sicher die 
Nebenecke N^ zu N^ der vierte 
harmonische Punkt in Bezug auf die 
Schnittpimkte S^ und S^, Nach 
unserer Definition müssen daher die 
Strahlen N^^N^S^N^S^) harmonisch 
liegen, und zwar gibt es nach I. E. 2 
Fig. 18. einen und nur einen vierten har- 

monischen Strahl ^3.-^2 bezüglich der 
Geraden a und b. Läßt man nun die Transversale N^N^ sich um N^ 
drehen, so wird der festliegende Strahl N^N^ nach IL E. 3 auf ihr stets 
Punkte ausschneiden, die in Bezug auf die mitwandernden Schnittpunkte 
S^ und S^ zu N^ harmonisch liegen; d. h. der Strahl N^N^ ist der Ort 
aller vierten harmonischen -Punkte. 

7. Ergebnis. Sind in der Ebene zwei Gerade und ein Punkt 
gegeben, so kann man stets eine Gerade zeichnen, welche 

1. jeden Punkt enthält, der von dem gegebenen Punkte 
durch die beiden Geraden harmonisch getrennt ist, 

2. durch den Schnittpunkt der beiden gegebenen Ge- 
raden geht. 

8. Aufgabe. In einer Ebene sind zwei Gerade a und b sowie 
ein Punkt N2 gegeben. Obwohl der Schnittpunkt von a und b 
nicht mehr gezeichnet werden kann, soll dieser unzugängliche 
Schnittpunkt mit N^ durch eine Gerade verbunden werden. 

Nach Art der Fig. 18 zieht man A^B^ und A^B^, hierauf A^A^ und 
B^B^'^ von dem erhaltenen Schnittpunkt N^ aus kann man eine beliebige 
weitere Transversale C^C^ ziehen. B^C^ und B^C^ bestimmen dann den 
vierten harmonischen Punkt P zu N^, N^P ist nach E. 7 die gesuchte 
Gerade. 

III. Harmonische Ebenenbüschel. 

Legt man durch eine Gerade g vier Ebenen so, daß sie zugleich 
durch vier harmonische Punkte ABCD gehen, so erhält man vier „har- 
monische Ebenen" oder einen „harmonischen Ebenenbüschel". 
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Fig. 19. 



Irgend eine Transversalebene E, welche 
durch alle Punkte Ä, B, G, D gleichzeitig 
geht, schneide die Achse g des Büschels 
in S^ und die vier Ebenen in den Ver- 
bindungsgeraden S^ (Ä B CD), r Nach unserer 
Definition muß das ausgeschnittene Strahlen- 
büschel S^ (AB CD) harmonisch sein. Dieses 
harmonische Strahlenbüschel wird nun 
andererseits von einer wandernden Ebene 
E^y die aber nie die Achse enthalten darf, 
stets in harmonischen Punkten A^B^C^D^ 
geschnitten. Durch diese vier harmonischen 
Punkte gehen jeweils die vier Schnittge- 
raden S^i^A^B^C^D^ der wandernden Ebene 
mit den vier harmonischen Ebenen; d. h. die ausgeschnittenen Strahlen- 
büschel sind harmonisch. 

1. Ergebnis. Vier harmonische Ebenen werden von einer 
wandernden Ebene in vier harmonischen Strahlen geschnitten. 

Legt man also durch eine beliebige Gerade q, welche vier har- 
monische Ebenen in den Punkten WXYZ schneidet, irgend eine Ebene, 
so schneidet diese auf den vier harmonischen Ebenen vier harmonische 
Strahlen aus. Da diese vier harmonischen Strahlen aber andererseits 
auch durch die Schnittpunkte WX YZ der Geraden q hindurchgehen, 
müssen auch WXYZ harmonisch liegen. 

2. Ergebnis. Vier harmonische Ebenen werden von einer be- 
liebigen Geraden in vier harmonischen Punkten geschnitten. 

3. Aufgabe. Zeige, daß I. E. 3 auch auf harmonische Strahlen- 
und Ebenenbüschel übertragen werden kann. 



§ 6. 

Metrischer Znsammenliang harmonisclier Elemente. 

Zu den Sätzen über harmonische Würfe kommt man auch unter 
Zuhilfenahme metrischer Verhältnisse. 

Durchwandert ein Punkt T die Strecke AB^ so bestimmt er in jeder 

AT 
Lage ein Abstandsverhältnis v^m. Faßt man die Punkte A und B als 

Fundamentalpunkte auf, von denen aus jeweils der Abstand AT und BT 
gemessen wird, so sind oiBfenbar die Abstände AT, AT\ , . alle gleicher 
Richtung, während die Abstände BT, BT\ . . alle umgekehrter Richtung 
sind. Gibt man daher den Abständen AT, AT', . . das -f Vorzeichen, so 
müssen BT, BT'. . . das — Vorzeichen bekommen. Das Abstandsverhältnis 
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^-^ ist also so lange negativ ^ als T sich zwischen A und JB bewegt. 

Wandert der Teilpunkt über B hinaus, so werden AT und BT gleicher 
Richtung: das Abstandsverhältnis wird daher positiv. 

Bestimmt man nun das Abstandsverhältnis zweier Punkte T^ und T^^ 



so läßt sich aus diesen Verhältnissen 



AT, 
BT, 



und 



AT, 
BT, 



das neue Verhältnis : 



T 

1 



K 



Fig. 20. 



AT, AT, 
BT,' B T, 

bilden; dieser Quotient heißt seiner Bildungsweise entsprechend das Doppel- 
verhältnis der vier Punkte ABT^T^ und wird abgekürzt geschrieben: 
{ABT.T,). 

1. Aufgabe. Es soll für die verschiedensten gegenseitigen 
Lagen der Punktpaare AB und T^T^ das Vorzeichen des Doppel- 
verhältnisses bestimmt werden. 

Liegen die Punkte I\ und T^ so, daß man beim Übergang von A 
nach B — in welcher Richtung man auch wandern mag — stets einen 
der Teilpunkte passieren muß, so sagt man: Die Punktpaare AB und T^T^ 
trennen einander. Für diesen Fall ist das eine Teilverhältnis immer negativ» 
das andere immer positiv: das Doppel Verhältnis daher stets negativ (Fig. 20). 

Soll es möglich sein, von A nach B zu 
wandern, ohne T^ oder T^ zu passieren, so 
müssen entweder beide Punkte innerhalb der 
Strecke (Fig. 21a) oder außerhalb derselben 
(Fig. 21b) liegen. Da in diesen Fällen die 
"b Teil Verhältnisse beide negative (Fig. 21a) 

Fig. 21 a. ^^®^ 1^^^*^® positive (Fig. 21b) Vorzeichen 

haben, muß das Doppel Verhältnis stets 
positiv sein. 

2. Ergebnis. Das Doppelverhältnis 
Flg. 21b. von vier Punkten ABT^T^ ist nur dann 

negativ, wenn die Punktpaare AB unA. 
T^T^ sich trennen. 

3. Erklärung. Unter dem Doppel- 
verhältnis von vier Strahlen ver- 
steht man den Quotienten 

sina^j ^ sinafg 
sinöf, * sinftL * 

•S 12 

4. Aufgabe. Gegeben sind vier 
Fig. 22. Strahlen (Fig. 22) a, h, t^, t^ eines 

Büschels und die Schnittgerade s; es 
soll untersucht werden, in welcher Beziehung das Doppel- 



o 
A 



^ 



^ 



Jt--0 

7J A 



-0 X 

B T 
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Verhältnis der vier Strahlen zu dem Doppelverhältnis der vier 
Schnittpunkte ABT^T^ steht. 

Nach bekannten Sätzen vom Dreieck ist: 



1. 
2. 
3. 

4. 



2AÄT^S = J.Ti . Ä = a . ^1 • sin a<i 
2AT^BS -= T^B . Ä = 6 . ^1 . sin <i6 

2AÄT^S = ÄT^ • Ä = a . ^3 . sin at^ 

2ABT^S - BT^ 'h^b't^'&inbL, 



Durch Division von 1. und 2. erhält man das Teilverhältnis: 

AT^ a* sin at^ 

3. und 4. durcheinander dividiert ergibt: 

AT^ a- sin a*, 



J?Tj fesinft*. 

Das Doppelverhältnis der Schnittpunkte 
durch weitere Division: 



und Strahlen ergibt sich 



oder: 



ATi ^ AT^ sin at^^ ^ sin at^ 
T^B ' Wl\ ^ sm"^ • sin bt^ 

AT^ A Tg_ sin at^ sin at^ 



d. h. 



BT^' BT^ sin&e, ' sin 6*,. 

{ABT,T^)^{alt,t^), 

5. Ergebnis. Satz des Pappus. 

Schneidet eine Gerade vier Strahlen eines Büschels, so ist 
das Doppelverhältnis der vier Schnittpunkte gleich dem Doppel- 
verhältnis der vier Strahlen. 

Läßt man die Gerade s wandern, I Läßt man den Punkt S wandern, 
so daß sie der Reihe nach die , so daß er der Reihe nach die Ver- 
Punkte: bindungsgeraden: 



ab't;t^', ä' b'' t;' t;\ . , 







a 



^v^ 




/ 

Pig. 23. 
Volk, Elemente der neueren Geometrie. 




Fig. 24. 
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ausschneidet, so sind alle die Doppel- 
verhältnisse gleich (aft^i^g), also unter 
sich gleich. 

0. Ergebnis. Werden vier 
Strahlen eines Strahlenbü- 
schels von beliebig vielen Ge- 
raden geschnitten, so sind die 
Doppelverhältnisse derSchnitt- 
punkte einander gleich. 



liefert, so sind alle die Doppelver- 
hältnisse der entstehenden Strahlen 
gleich( J-^T^Tg), also unter sich gleich. 
7. Ergebnis. Verbindet man 
vier Punkte einer Punktreihe 
mit beliebig vielen Punkten in 
der Ebene, so sind die Doppel- 
verhältnisse der Verbindungs- 
geraden einander gleich. 



Harmonisclie Punkte. 

8. Aufgabe. Es sind unter allen Teilpunkten diejenigen zu 
suchen, welche die Strecke AB in dem Verhältnis p:q (z. B.: 
5 : 3) teilen. 

Man ziehe durch Ä und B (Fig. 25) zwei Parallele und trage auf 
der Parallelen durch A p, auf der Parallelen durch B nach beiden Seiten 
q gleiche Stücke ab; die Verbindungsgeraden CD und CE liefern dann 
die verlangten Schnittpunkte 7\ und Tg (Proportionalitätssatz). 

Um für diesen Fall den Wert des Doppelverhältnisses zu bekommen, 
braucht man nur die beiden Gleichungen: 

AT, __p^ 
BT, q 




AT^ 
BT. 



2 



durcheinander zu dividieren: 



Fig. 25. 






BT ' Bl 



Vier Punkte ABT\T^, welche auf einer Geraden so liegen, 
daß ihr Doppelverhältnis {ABT^T^ = — 1 ist, bilden einen „har- 
monischen Wurf". 

Da das Verhältnis p : q beliebig gewählt war, gibt es zu zwei 
Fundamentalpunkten A und B unendlich viele Punktpaare 1\ und Tg, 
welche mit A und B einen harmonischen Wurf bilden. Läßt man q 
immer größer werden, so zeigt die Konstruktion, daß die Teilpunkte I\ 
und Tg immer weiter auseinander rücken; in dem Augenblick, wo g =p 
geworden ist, wird CD\\AT^'^ d. h. der äußere Teilpunkt ist im Un- 
endlichen angekommen, während T^ nach dem Proportionalitätssatz in den 
Mittelpunkt von AB gerückt ist. 

9. Ergebnis. Die Endpunkte, der Mittelpunkt und der unendlich 
ferne Punkt des Trägers einer Strecke liegen harmonisch. 

Wird q immer noch größer, so nähert sich der äußere Teilpunkt aus 
unendlicher Entfernung dem Punkte A und zwar von der linken Seite her, 
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während der innere Teilpuntt vom Mittelpunkt aus auf A zuwandert. Ist 
g = oo geworden, so fallen die Teilpunkte in A zusammen. Auf der 
ganzen Wanderung aber ist das Punktepaar A^ von dem Punktepaar 
TjTg getrennt. Man kann daher auch sagen: die Punktepaare AB und 
TjTg „trennen einander harmonisch". 

10. Aufgabe. Gegeben sind drei Punkte ABT^ auf einer 
Geraden; es soll zu T^ der vierte harmonische Punkt bezüglich 
A und JS gezeichnet werden. 

Hat man wie in Fig. 25 die Parallelen durch A und B gezogen, so 
verbindet man den beliebigen Punkt G der ersten Parallelen mit I\; 
diese Verbindungsgerade schneidet auf der Parallelen durch B das Stück 
BTSi ab, welches, nach der entgegengesetzten Seite von B aus abgetragen, 
den Punkt I) liefert. CJ) schneidet dann den gesuchten vierten har- 
monischen Punkt aus. (Proport.-Satz.) 

Sobald also drei Punkte ABT^ gegeben sind, ist damit auch das 
Verhältnis bestimmt, in welchem T^ und T^ die Strecke zu teilen haben; 
durch ein Punktepaar AB und einen Punkt T^ ist daher der vierte har- 
monische Punkt eindeutig bestimmt (§ 5, E. 2). 

Harmonische Strahlen. 

Verbindet man irgend einen Punkt mit vier harmonischen 
Punkten durch gerade Linien, so erhält man „vier harmonische 
Strahlen" oder ein „harmonisches Strahlenbüschel". 

11. Aufgabe. Gegeben sind die drei Strahlen aht^ eines 
Büschels; es soll der vierte harmonische, t^ zugeordnete Strahl 
gezeichnet werden. 

Eine beliebige Transversale s schneidet die gegebenen Strahlen in 
ABT^\ die Aufgabe läuft also darauf hinaus, zu dem Punkt I\ den 
vierten harmonischen bezüglich A und B zu suchen. Nach Anleitung 
der Aufgabe 8 erhält man T^, der mit S verbunden, den vierten har- 
monischen Strahl festlegt. 

Läßt man s auf dem harmonischen Strahlen- 
büschel wandern, so ist nach E. 6 das Doppel- 
verhältnis der jeweiligen vier Schnittpunkte 
immer gleich. 

12. Ergebnis. Vier harmonische 
Strahlen werden von einer beliebigen 
Geraden in vier harmonischen Punkten ^^ _ 
geschnitten. / ^/ \ "^'^zoo 

13. Aufgabe. Gezeichnet sind (Fig. 26) 
vier harmonische Strahlen abt^t^y von Fig. 26. 
denen t^ und t^ senkrecht aufeinander 

stehen; wie liegen t^ und t^ in Bezug auf die beiden anderen 
zugeordneten Strahlen a und 6? 

2* 
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Verbindet man einen beUebigen Punkt T^ auf t^ mit dem unendlich 
fernen Punkt J^« ^^ ^2? ^^ liegen die Punkte ABT^T^^ nach E. 12 
harmonisch. Nach E. 9 ist also T^ die Mitte von AB und daher das 
Dreieck AT^S^BT^S-, mithin halbiert ^ den ^ afe. 

14. Ergebnis. Stehen von vier harmonischen Strahlen aht^t^ 
die zwei Strahlen \ und ^2 senkrecht aufeinander, so halbieren 
sie die Winkel, welche die beiden anderen zugeordneten Strahlen 
a und h miteinander bilden. 

16. Aufgabe. Untersuche, ob auch die beiden Umkehrungen 
richtig sind. 

16. Aufgabe. Es ist zu zeigen, daß die rein geometrische 
Definition harmonischer Elemente des § 5 zusammenfällt mit 
der Definition, welche Doppelverhältnisse zu Hilfe nimmt. 

Denkt man sich in Fig. 8 die Punkte N^N^X^X^ von H^ aus auf 
die Seite X^H^ projiziert, so ist: 

1) (N,N,X^X,)=-{H,H,N,X,). 

Projiziert man andererseits die Punkte H^H^N^X^ von H^ aus auf 
iVjXg, so ist: 

2) (H, H, N, X,) = (N, N, X, X,) . 
Aus 1) und 2) folgt: 

(N,N,X,X,) =^ {N,N,X,X,) 
d. h. 

N^X,'N,X^ JVjX, 'JV.X, 

/jv^^y /N,x,y 
Uv, xj U, xj 

A\X, N,X, 

2,\ X, ^ JV, X, ■ 

Das positive Zeichen ist ausgeschlossen, da sonst X^ mit X^ zu- 
sammenfallen müfite. £s ist daher: 



Y Y * Y V ' 



d. h. das Doppelverhältnis: 

(.\X,X,X,) ^ - 1 



§ 7. Projektive Verwandtschaft. 
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§ 7. 

Projektive Verwandtschaft. 



Zwei Punktreihen t und ^^ seien 
als Schnitte eines Büschels S^ per- 
spektiv aufeinander bezogen. Da jeder 
Strahl des Büschels auf t und ^^ 
zwei entsprechende Punkte aus- 
schneidet, fallen in dem Schnitt- 
punkt von t und t^ zwei ent- 
sprechende Punkte X und X^ zu- 
sammen (Fig. 27). 



Zwei Strahlenbüschel T und T^ 
seien als Scheine einer Punktreihe s^ 
perspektiv aufeinander bezogen. Da 
jeder Punkt der Punktreihe von T 
und Tj zwei entsprechende Strahlen 
bestimmt, fallen in der Verbindungs- 
geraden von T und T^ zwei ent- 
sprechende Strahlen x und x^ zu- 
sammen (Fig. 28). 




Fig. 27. 

Greift man femer auf t^ vier 
Punkte A^B^A^B^ so heraus, daß 
sie harmonische Lage haben, dann 
liegen nach § 5, II auch die 
Strahlen aiaV harmonisch. Nach 
§ 5, II 3 müssen di« entsprechenden 
Punkte ABA'B' auf t dann eben- 
falls einen harmonischen Wurf bilden. 

Sind also zwei Punktreihen per- 
spektiv zueinander, so entsprechen 
vier harmonischen Punkten der einen 
Punktreihe jedesmal vier harmonische 
Punkte auf der anderen. 
Allgemein gilt: 

Perspektive Grundgebilde 
Schäften: 

1. Je vier harmonischen 
entsprechen vier harmonische 

2. Einmal kömmt es vor, d 
zusammenfallen. 



— s. 



Fig. 28. 

Greift man ferner auf 3\ vier 
Strahlen a^\a^'\' so heraus, daß 
sie harmonische Lage haben, dann 
liegen nach § 5, II 3 auch die Punkte 
AB AB' harmonisch. Nach § 5, 
n müssen die entsprechenden 
Strahlen ab ab' von T dann eben- 
falls einen harmonischen Wurf bilden. 

Sind also zwei Strahlenbüschel 
perspektiv zueinander, so entsprechen 
vier harmonischen Strahlen des einen 
Büschels jedesmal vier harmonische 
Strahlen des anderen. 

haben zwei wesentliche Eigen- 



Elementen des einen Gebildes 
Elemente des anderen, 
aß zwei entsprechende Elemente 
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Gliedert mau noch ein weiteres per- 
spektives Strahlenbüscliel an (Fig. 29), 
indem man die Punkte ABAB\ . . 
mit ^2 verbindet, so sind die beiden 
Strahlenbüschel S^ und S^ perspektiv; 
jede weitere Transversale t^ ist auch 
perspektiv zu t\ es fragt sich nun, 
in welcher Beziehung t^ und t^ zu- 
einander stehen. 

Jedenfalls entspricht jedem Punkt 
A^, B^ . , , auf t^ nur ein Punkt A, 
B . . . auf t und damit nur ein Punkt 
A^, B^ . . . ajif ^. Ferner folgt aus 
der harmonischen Lage der vier 
Punkte A^B^A^B^, daß auch: 

abä:^ 

s^{aba:e) 

harmonisch liegen müssen; d. h. je 
vier harmonischen Punkten auf t^ 
entsprechen vier harmpnische Punkte 
auf t^. Die erste Bedingung der 
Perspektivität ist demnach erfüllt. 
Um zu untersuchen, ob in dem 
Schnittpunkt von tj^ und t^ auch zwei 
entsprechende Punkte zusammen- 
fallen, faßt man den Schnittpunkt 
X zunächst auf als auf t^ liegend. 
Verbindet man X mit S^y den aus- 
geschnittenen Punkt X^ aber mit /Sg, 
so schneidet diese Verbindungsgerade 
X^Sg den gesuchten Punkt X^ aus. 
Faßt man X imigekehrt als auf ^g 
liegend auf, so liefert die Verbindungs- 
gerade XjÄg ^®^ Punkt X/ und die 
Gerade S^ X/ den gesuchten Punkt 
X^i. Dem Punkt X auf ^^ ent- 
spricht also der Punkt X^^; dem- 
selben Punkt X auf t^ entspricht 
der Punkt X^^, d. h. im Schnitt- 
punkt X fallen nicht mehr zwei 



Gliedert ra an noch eine weitere Per- 
spektive Punktreihe an (Fig. 30), in- 
dem man die Strahlen abaV durch die 
Gerade Sg schneidet, so sind die 
beiden Punktreihen s^ und ^g per- 
spektiv; jedes weitere Strahlenbüschel 
Tg ist auch perspektiv zu T; es fragt 
sich nun, in welcher Beziehung T^ 
und Tg zueinander stehen. 

Jedenfalls entspricht jedem Strahl 
a^, \ . , . von Tj nur ein Strahl a, 
6 . . . von T und damit nur ein Strahl 
ag, ftg • • • ^^^ ^2- Femer folgt aus 
der harmonischen Lage der vier 
Strahlen a^h^a^h^y daß auch: 



f t f 



abab 
S2{abab') 

harmonisch liegen müssen; d. h. je 
vier harmonischen Strahlen von T^ 
entsprechen vier harmonischeStrahlen 
von Tg. Die erste Bedingung der 
Perspektivität ist demnach erfüllt. 
Um zu untersuchen, ob in der 
Verbindungsgeraden von T^ und Tg 
auch zwei entsprechende Strahlen zu- 
sammenfallen, faßt man die Ver- 
bindungsgerade X zunächst auf als zu 
Tj gehörig. Schneidet man x mit s^, 
den festgelegten Strahl Xt aber mit 
Sg, so liefert der Schnittpunkt XtS^ 
den gesuchten Strahl Xt^, Faßt man 
X umgekehrt als zu Tg gehörig auf, 
so liefert der Schnittpunkt {xs^} die 
Gerade Xt und der Punkt {xtSi) den 
gesuchten Strahl Xt . Dem Strahl 
X von Tj entspricht also der Strahl 
Xt^'^ demselben Strahl x von Tg ent- 
spricht der Strahl Xt^^ d. h. in der 
Verbindungsgeraden x fallen nicht 
mehr zwei entsprechende Strahlen 
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entsprechende Punkte zusammen. 
Die beiden Punktreihen t^ und ^3 
sind also nicht perspektiv. Man 
nennt zwei Punktreihen, welche wohl 
der ersten, aber nicht mehr der zweiten 
Bedingung für die Perspektive Lage 
genügen, projektiv. (Vgl. auch 
Fig. 31.) 

Gliedert man noch ein drittes 
Strahlenbüschel an, indem man die 

Punkte -42^2 -^'^2' ^^^ einem Punkt 
Sg in der Ebene verbindet, so liegt 
jede Transversale ^3 perspektiv zu 
^2, aber projektiv zu den Punktreihen 
t und t^. Dieses Verfahren kann 
man beliebig oft wiederholen; das 
Endglied der Kette von Perspektiven 
Punktreihen t^, t, fg? ^s • • • ^n "^'iri. 
immer zum vorhergehenden Glied 
perspektiv, zu allen anderen Gliedern 
aber projektiv sein. 

1. Erklämng. Zwei Grundgebilde sind projektiv, wenn sie 
die Endglieder einer Perspektiven Kette sind. 

2. Ergeli)nis. In projektiven Grundgebilden entsprechen vier 
harmonischen Elementen des einen allemal vier harmonische 
Elemente des anderen Gebildes. 



zusammen. Die beiden Strahleh- 
büschel T^ und T^ sind also nicht 
perspektiv. Man nennt zwei Strahlen- 
böschel, welche wohl der ersten, 
aber nicht mehr der zweiten Be- 
dingung für die Perspektive Lage 
genügen, projektiv. (Vgl. auch 
Fig. 32.) 

Gliedert man noch eine dritte 
Punktreihe an, indem man die Strahlen 
a^\a^h^ zum Schnitt bringt mit 
einer Geraden 53, so ist jedes Büschel 
T3 perspektiv zu T^, aber projektiv 
zu den Strahlenbüscheln T und 1\. 
Dieses Verfahren kann man be- 
liebig oft wiederholen; das End- 
glied der Kette von Perspektiven 
Strahlenbüscheln i;, T, Tj, T^.,.T^ 
wird immer zum vorhergehenden 
Glied perspektiv, zu allen anderen 
Glieden aber projektiv sein. 



Durchwandert (Fig. 29) ein Punkt 
P die Perspektivitätsachse t, so 
schneiden die zugehörigen Ver- 



Dreht sich (Fig. 30) ein Strahl 
p um das Perspektivitätszentrum T, 
so liefern die zugehörigen Schnitt- 




Fig. 29. 
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bindungsgeraden PS^ und PS^ je- 
weils zwei entsprechende Punkte 
der projektiven Punktreihen /^ und 
^ aus. Einmal erreicht P eine Lage 



punkte Si{p) und SgCp) jeweils zwei 
entsprechende Strahlen der pro- 
jektiven Strahlenbüschel T^ und T^. 
Einmal erreicht p eine Lage t^ bei 




Fig. 30. 



T, bei der die Verbindungsgeraden 
TSi und TS^ in eine Gerade zu- 
sammenfallen; d. h. die Verbindungs- 
gerade /Sj/Sg schneidet auf t^ und t^ 
entsprechende Punkte aus 

3. Ergebnis. Sind zwei 
Punktreihen mit Hilfe zweier 
perspektiver Strahlenbüschel 
S^ und 5^2 projektiv aufeinander 
bezogen, so schneidet die Ver- 



der die Schnittpunkte s^(t) und 
s^(t) in einem Punkt zusammen- 
fallen; d. h. durch den Schnittpunkt 
8^(82) gehen entsprechende Strahlen 
von Ti und Tg. 

4. Ergebnis, Sind zwei 
Strahlenbüschel mit Hilfe 
zweier perspektiver Punkt- 
reihen s^ und Sg projektiv auf- 
einander bezogen, so gehen 
durch den Schnittpunkt «1(52) 
entsprechende Strahlen. 



bindungsgerade S^S^ entspre- 
chende Punkte aus. 

Auch in Bezug auf die Reihenfolge der ausgeschnittenen, einander ent- 
sprechenden Punkte (Fig. 29) zeigt diese Wanderung wichtige Zusammen- 
hänge. Durchläuft P^ die Punktreihe <j, ohne Sprünge zu machen, immer 
in derselben Richtung, so durchläuft der entsprechende Punkt Pg die 
Punktreihe ^3 auch, ohne seine Richtung jemals zu ändern. Sind die 
durchlaufenen Punkte X^Y^Z^ auf t^ stetig aufeinander folgende Punkte, 
so müssen auch die von Pg auf t^ durchlaufenen entsprechenden Punkte 
X2T2Z2 stetig aufeinander folgen. Denn wären XgYg l^eine aufeinander 
folgenden Punkte, so gäbe es Punkte E^F^G^y welche zwischen X^Y^ 
liegen würden; diesen müßten aber umgekehrt auf t^ Punkte E^F^G^ , . . 
entsprechen, welche zwischen X^Y^ liegen. X^Y^ könnten also auch nicht 
stetig aufeinander folgen. 
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5. Aufgabe. Zeige das Duale für zwei projektive Strahlen- 
büschel. 

6. Ergebnis« In projektiven Grundgebilden entspricht jeder 
stetigen Aufeinanderfolge von Elementen im ersten Gebilde 
eine solche im zweiten. 



7. Aufgabe. Zwei Punkt- 
reihen ^ und t^ sollen pro- 
jektiv so aufeinander bezogen 
werden, daß drei gegebenen 
Punkten A^B^C^ auf t^ drei 
andere Punkte A^B^C^ auf ^ 
entsprechen (Fig. 31.) 




Fig. 31. 

Unter Berücksichtigung von E. 3 
wählt man auf der Verbindungs- 
geraden A^Ä^ zwei beliebige Strahlen- 
büschelmittelpunkte S^ und ä^; die 
Strahlen S^ B^ und S^ C^ liefern dann 
mit den entsprechenden Strahlen S2B2 
und S2 C2 die Schnittpunkte B und C 
Durch diese beiden Pimkte ist die 
Perspektivitätsachse t schon bestimmt. 
Zu jedem weiteren Punkt P^ von t^ 
verschafft man sich den ent- 
sprechenden auf ^2, indem man den 
Punkt Py den die Verbindungsgerade 
S^P^ auf t ausschneidet, mit S^ ver- 
bindet. Der Strahl PS^ liefert dann 
auf ^ den P^, zugewiesenen Schnitt- 
punkt Pg. 



8. Aufgabe. Zwei Strahlen- 
büschel Tj und Tg sollen pro- 
jektiv so aufeinander bezogen 
werden, daß drei gegebenen 
Strahlen a^b^c^ von 3\ drei an- 
dere Strahlen a^b^c^ von Tg ent- 
sprechen (Fig. 32). 




Fig. 32. 

Unter Berücksichtigung von E. 4 
zieht man durch den Schnittpunkt 
ai(a^) zwei beliebige Gerade s^ und 
Sg; die Schnittpunkte Si(b^) und s^(c^) 
liefern dann, mit den entsprechenden 
Punkten 53(62) und 82(02) verbunden, 
die Strahlen b und c. Durch diese 
beiden Geraden ist das Perspekti vitäts- 
zentrum schon bestimmt. Zu jedem 
weiteren Strahl p^ von T^ verschafft 
man sich den entsprechenden von 
Tg, indem man den Strahl p, der 
den Schnittpunkt Pi{s^) mit T ver- 
bindet, mit 53 zum Schnitt bringt. 
Der Schnittpunkt p(s2), mit Tg ver- 
bunden, liefert dann den zugewiesenen 
Strahl jpg. 
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Da durch diese drei Paar ent- 
sprechender Punkte A^B^C^ und 
-42-02^2 ^^® Perspektivitätsachse der- 
jenigen Strahlenbüschel gerade fest- 
gelegt ist, welche auf t^ und t^ pro- 
jektive Punktreihen ausschneiden, 
liefert die Konstruktion sofort das 



Da durch diese drei Paar ent- 
sprechender Strahlen a^b^c^ und 
«2 ^2 ^a ^^8 Perspek tivitätszentrum 
derjenigen Punktreihen gerade fest- 
gelegt ist, welche T^ und T^ einander 
projektiv zuweisen, liefert die Kon- 
struktion sofort das 



9. Ergebnis. Die projektive Verwandtschaft zweier Grund- 
gebilde ist bestimmt, sobald drei Paar entsprechender Elemente 
bestimmt sind. 

Die Konstruktion läßt noch einige wichtige Einzelfälle zu, da ja 
S^ und S2 willkürlich auf der Ver- 



bindimgsgeraden A^ A^ gewählt 
werden können. Läßt man beispiels- 
weise S^ nach A^ und S^ nach A^ 
wandern (Fig. 33a), so bestimmen 
die Schnittpunkte von 



5i und $2 willkürlich durch den 
Schnittpunkt (i^{a2) g^^^g^ werden 
können. Läßt man beispielsweise s^ 
mit ^2 ui^d $2 mit a^ zusammenfallen 
(Fig. 33 b), so bestimmen die Ver- 
bindungsgeraden von 




Flg. 33 a. 




Flg. 33 b 



AS,] 



Ä,B, 



und 






die Perspektivitätsachse t. Alle 
anderen entsprechenden Strahlen 

A^ P2 und A2 Pi schneiden sich eben- 
falls auf t. 



«1(^2)1 



und 



«1(^2) 

«2(0. 



das Perspektivitätszentrum T. Alle 
anderen Verbindungsgeraden ent- 
sprechender Punkte wie ö^d^g) und 
^2(1^1) göten ebenfalls durch T, 
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Mit demselben Recht wie auf 
A^A^ hätten wir S^ und ^2 auch 
auf B^B^ annehmen können. Für 
unseren Sonderfall, wo S^ und S^ 
nach JBg und B^ rücken, müßten 
dann wieder die Schnittpunkte von: 

auf t liegen. 

10. Ergebnis. Verbindet man 
die Punkte zweier projektiver 
Punktreihen miteinander, so 
liegen die Schnittpunkte je 
zweier zusammengehöriger Ver- 
bindungslinien auf einer festen 
Geraden, der Perspektivitäts- 
achse. 

12. Aufgabe. Es sind auf 
beiden Trägern t^ und ^g ^i^" 
jenigen Punkte zu zeichnen, 
welche dem Schnittpunkt von t^ 
und ^2 zugeordnet sind (Fig. 33a). 

Faßt man den gemeinsamen 
Punkt von t^ und ^g als auf t^ liegend 
auf, so entspricht ihm der Schnitt- 
punkt der Perspektivitätsachse mit 
^2 5 betrachtet man ihn als auf t^ 
liegend, so entspricht ihm der Schnitt- 
punkt von t mit t^. 

Die Schnittpunkte der Perspek- 
tivitätsachse mit den Trägern sind 
also dem gemeinsamen Punkt 
zweier projektiver Punktreihen zu- 
geordnet. 




Mit demselben Recht wie durch 
^i(%) hätten wir s^ und Sg ^^^^ 
durch 61(62) legen können. Für 
unseren Sonderfall, wo % und $2 
nach feg ii^d \ rücken, müssen wieder 
die Verbindungsgeraden von: 






durch T gehen. 

11. Ergebnis. -Die Strahlen 
zweier projektiver Strahlen- 
büschel schneiden sich so, daß 
dieVerbindungsgeraden je zwei- 
er zusammengehöriger Schnitt- 
punkte durch einen festen 
Punkt, das Perspektivitäts- 
zentrum, gehen. 

13. Aufgabe. Es sind durch 
beide Träger T^ und T2 die- 
jenigen Strahlen zu zeichnen, 
welche der Verbindungsgeraden 
von T^ und T^ zugeordnet sind 
(Fig. 33b). 

Faßt man den gemeinsamen Strahl 
von 2\ und Tg als zu T^ gehörig 
auf, so entspricht ihm die Ver- 
bindungsgerade des Perspektivitäts- 
zentrums mit T^] betrachtet man 
ihn als zu T^ gehörig, so entspricht ihm 
die Verbindungsgerade von T mit T^. 

Die Verbindungsgeraden des Per- 
spektivitätszentrums mit den Trägern 
sind also dem gemeinsamen Strahl 
zweier projektiver Stralhlenbüschel 



I zugeordnet. 
14. Aufgabe. Daß zwei Perspektive Punktreihen zugleich 
auch projektiv sind, geht schon aus der Definition des § 7 
(pag. 21) hervor; es soll nun umgekehrt untersucht werden, 
welches die hinreichende und notwendige Bedingung dafür ist, 
daß zwei projektive Punktreihen t^ und t^ zugleich perspektiv 
sind (Fig. 34). 
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28 § 7. Projektive Verwandtschaft. 

Die Pnnktreihen sind sicher perspektiv, wenn man zeigen kann, daß 

Strahlenbüschels sind. Letzteres ist 
möglich, wenn zwei entsprechende 
Punkte ^1 und Q^ im Schnittpunkt von 
t^ und ^2 zusammenfallen. Verbindet 
man zwei weitere entsprechende Punkte 
A^ und -4i, JSg und 5^ miteinander, 
so liefern diese Verbindungsgeraden 
den Büschelmittelpunkt 8, Dem zu 
A^ bezüglich ^2-^2 vierten har- 
monischen Punkt Co muß auf L der zu 

Fiff. 84. * •*■ 

A^ bezüglich öi^i vierte harmonische 
Punkt Ci entsprechen (§ 7, E 2). 
Nun sind nach der Definition harmonischer Strahlen sowohl qahc^ als 
auch cidhc^ harmonisch. Da es nach § 5, E. 2 zu drei Elementen q^dh 
ein und nur ein viertes harmonisches Element gibt, muß q mit Cg zu- 
sammenfallen, d. h. die Verbindungsgerade der entsprechenden Punkte C^ 
und Cg geht durch ä. 

Läßt man den Strahl a um S zwischen den festen Strahlen qh 
wandern, so muß der ebenfalls wandernde vierte harmonische Strahl dem- 
nach stets auf den projektiven Punktreihen entsprechende Punkte aus- 
schneiden, d. h. \ und t^ erscheinen als Schnitte des Büschels S und sind 
daher perspektiv. 

15. Ergebnis. Zwei projektive Punktreihen sind in Per- 
spektive Lage gebracht, wenn im Schnittpunkt zwei ent- 
sprechende Punkte zusammenfallen. 

16. Aufgabe. Zeige das Duale für zwei projektive Strahlen- 
büschel. 

17. Aufgabe. Es sollen die metrischen Zusammenhänge der 
Perspektiven und projektiven Gebilde aufgesucht werden. 

Greift man in den Perspektiven Gebilden Fig. 23 irgend vier Punkte 
ABT^T^ heraus, so ist: 

(ABT.T,) = (abt,t,) ^ (ÄST^T,') . 

18. Ergebnis. In Perspektiven Gebilden haben vier Elemente 
des einen Gebildes dasselbe Doppelverhältnis wie die vier ent- 
sprechenden Elemente des anderen. 

Greift man in Fig. 29 vier beliebige Punkte A^B^X^Y^ auf t^ und 
die zugehörigen Punkte A^B^X^^Y^ auf t^ heraus, so ist unter wiederholter 
Anwendung des Pappus sehen Satzes: 

{A,B^X,Y,) ^{ABXY) = {A,B,X,Y,). 

19. Ergebnis. In projektiven Grundgebilden ist das Doppel- 
verhältnis von vier Elementen des einen gleich dem Doppel- 
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Verhältnis der vier entsprechenden Elemente des anderen 
Gebildes. 

Bezieht man zwei projektive Punktreihen t^ und ^ im besonderen so 
aufeinander, daß ihre unendlich fernen Punkte Z^^ und Z^^^ einander 
entsprechen, so ist: 

folglich: 

•^1 ^1 -^2 -X.J 

B^ Xj JBg Xj ' 
oder: 

-4j Xj ^g Xj 

Punktreihen, welche so projektiv aufeinander bezogen sind, daß das 
Verhältnis irgend zweier entsprechender Strecken konstant ist, heißen 
„ähnlich"; „kongruent" werden sie für /*= 1; dann ist: 

20. Ergebnis. Projektive Punktreihen sind kongruent, wenn 
je zwei entsprechende Strecken gleich lang sind. 

Der Satz des Pappus liefert sofort das 

21. Ergebnis. Projektive Strahlenbüschel sind kongruent, 
wenn je zwei entsprechende Strahlen den gleichen Winkel ein- 
schließen. 



§ 8. 

Ineinanderliegende projektive Gebilde. 

Denken wir uns die entsprechenden Punkte A^A^, B^B^ , . . zweier 
projektiver Punktreihen t^ und t^ festgemacht auf ihren Trägern, so wird 
die projektive Beziehung — wie auch t^ wandern mag — nicht zerstört. 
In dem besonderen Fall, wo ^ auf seiner Wanderung mit t^ zusammen- 
fällt, müssen also die Punktreihen immer noch projektiv sein. Bei solchen 
projektiven Punktreihen auf ein und demselben Träger kann es offenbar 
vorkommen, daß zwei entsprechende Punkte wie z. B. Y^ und Y^ zu- 
sammenfallen; einen solchen Punkt der einen Reihe, welcher in der 
anderen Reihe sich selbst entspricht, nennt man „Doppelpunkt". 

1. Aufgabe. Auf ein und demselben Träger sind zwei pro- 
jektive Punktreihen {A^B^C^ . . .) und (^^2-^2^2 • • •) g6g®t)en, so 
zwar, daß zwei entsprechende Punkte X^ und X^ zusammen- 
fallen; es soll untersucht werden, ob noch weitere Doppel- 
punkte möglich sind (Fig. 35). 



30 § 8' In ein and erliegende projektive Gebilde. 

Zw Untersuchung denkt man sich die Pnnktreihe (A^B^ . . .) anter 
Festhaltuug des Doppelpunktes X^ = X^ um irgend einen Winkel gedreht. 



>^ 




Auf diese Weise erhält man zwei projektive Punktreihen, die zwei ent- 
sprechende Punkte Xj und X^ gemeinsam haben, nach § 7, E, 15 also 
perapektiv zueinander sind. Die Verbindungsgeraden A^Ä^, B,-B^ usf. 
müssen daher alle durch das PerspektiTitätszentrum S geben. Von all 
diesen Strahlen schneidet nur derjenige, welcher senkrecht zur Winkel- 
halbierenden steht, auf f, nud t^ gleich große Stücke X,Fi = X^Y^ ab. 
Daher kann bei der Rückdrehung von t^ nach t^ nur der Punkt Y^ mit 
seinem entsprechenden zusammenfallen. 

2. Ergebnis. Haben zwei projektive Punktreihen auf ein 
und demselben Träger einen Doppelpunkt, so ist auch noch 
ein zweiter vorhanden. 

3. Aufgabe. Untersuche, unter welcher Bedingung die beiden 
Doppelpunkte ausnahmsweise zusammenfallen. 

4. Aufgabe. Es ist zu untersuchen, ob zwei ineinander- 
liegende projektive Punktreihen auch drei Doppelpunkte haben 
können {Fig. 36). 

Die Doppelpunkte auf t^t^ seien X^X^, A^A^, B^B^. Da dieses Mal 
bei der Drehung um einen beliebigen Winkel 

X^Ä^ = Xj^; XiiJj = XjBj 
wird, müssen nach planimetrischen Sätzen die Verbindnngsgeraden AiA^ 
und B^B^ senkrecht zur Halbierungslinie des Drehungswinkels nnd daher 
parallel sein. Andererseits gehen sie aber, weil nach § 7, E. 15 ^ und i^ 
perspektiv zueinander liegen, durch das Perapektivitätszentrum S^ . Alle 
durch 5^ gehende Strahlen bilden ein Parallelstrahlenbüschel. Da jeder 
Strahl r^il', dieses Büseheb senkrecht auf der Halbierenden des Drehungs- 
winkels steht, schneidet er auf t^ und ^ entsprechende Punkte so aus, 
daß X^F, = Xjl^a ist. Bei der Rückdrehung fallen daher immer je zwei 
entsprechende Punkte zusammen, d. h. t^ und ^ haben lauter Doppelpunkte. 



§ 9. Kurven. 
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6. Ergebnis. Haben zwei projektive Punktreihen auf ein 
und demselben Träger drei Doppelpunkte, dann deckt sich über- 
haupt jeder Punkt der einen Punktreihe mit dem entsprechenden 
der anderen. 

Um die Gültigkeit dieses Satzes auch für zwei projektive Strahlen- 
büschel, welche drei entsprechende Strahlen gemeinsam haben, zu zeigen, 
schneidet man die Büschel durch ein- und dieselbe Gerade. Die ent- 
stehenden projektiven Punktreihen haben dann drei und nach E. 5 alle 
entsprechenden Punkte gemeinsam, weshalb auch alle übrigen entsprechenden 
Strahlen der Büschel zusammenfallen müssen. 

6. Aufgabe. Weise die Richtigkeit des gleichen Satzes für 
zwei projektive .Ebenenbüschel nach, welche die Achse und 
drei entsprechende Ebenen gemeinsam haben. 

7. Zusammenfassmig. Haben zwei projektive Grundgebilde 
drei Elemente entsprechend gemein, so haben sie alle ihre 
Elemente entsprechend gemeinsam, sind also identisch. 

8. Folgerung. Zwei projektive Grundgebilde auf demselben 
Träger können höchstens zwei Doppelelemente haben, wenn sie 
nicht identisch sein sollen. 



§ 9. 

Kurven. 

Ist irgend eine krumme Punktreihe oder eine „Kurve" gezeichnet 
gegeben, so kann man sich dieselbe entstanden denken: 
. Durch stetiges Wandern 



eines Punktes, der als Spur seines 
Weges die Kurve zurückgelassen 
hat. 

1. Aufgabe. Zwei projektive 
Strahlenbüschel T^ und Tg sind 




einer Tangente (Fig. 37), welche — die 
Kurve entlang gleitend — dieselbe 
einhüUt. 

1'. Aufgabe. Zwei projektive 
Punktreihen t^ und t^ sind 




Fig. 88. 



Fig. 37. 
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durch drei Paar entsprechender 

Strahlen a^a^, ^^{»s; ^^ ^^^ ^^^ 
Schnittpunkten Ä, B, C ge- 
zeichnet gegeben. Es ist zu 
suchen: 

a) Der Schnittpunkt X 
zweier weiterer entsprechender 
Strahlen x^ und x^ und 

b) die Bahn^ welche X be- 
schreibt, wenn x^ den Büschel 
Tj stetig durchwandert (Fig. 
38). 



durch drei Paar entsprechender 

Punkte A^A^^ A^2> ^1^2 ^^^ 
ihren Verbindungsgeraden a,6,c 
gezeichnet gegeben. Es ist zu 
suchen: 

a) Die Verbindungsgerade x 
zweier weiterer entsprechender 
Punkte Xj und Xj und 

b) die Bahn, längs welcher a; 
entlang gleitet, wenn X^ die 
Punktreihe t^ stetig durch- 
wandert (Fig. 39). 




Fig. 39. 



Um zunächst X zu finden, ver- 
vollständigen wir die Büschel a^\c^ 
und 02^2^2 ^^^^ Aufg. 8, § 7, indem 
wir z. B. durch A zwei beliebige 
Strahlen s^ und $2 ziehen. Die 
Schnittpunkte s^(b^) und s^(Ci) liefern 
dann, mit den entsprechenden Punkten 

^2(^2) ^^^ ^2(^2) verbunden, die 
Strahlen h und c und damit das 
Perspektivitätszentrum S. Zu dem 
weiteren Strahl x^ von T^ verschafft 
man sich den entsprechenden von 
T^y indem man den Strahl x, der 



Um zunächst x zu finden, ver- 
vollständigen wir die Punktreihen 
A^B^C^ und A^B^C^ nach Aufg. 7, 
§ 7, indem wir auf a zwei beliebige 
Büschelmittelpunkte /S^und ^2 wählen. 
Die Verbindungsgeraden S^{B^ und 

^i(^i) liefern dann, mit den ent- 
sprechenden Strahlen S^iß^ und 
82(02) zum Schnitt gebracht, die 
Punkte B und C und damit die Per- 
spektivitätsachse s. Zu dem weiteren 
Punkt Xi von t^ verschafft man sich 
den entsprechenden von ^, indem 
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den Schnittpunkt x^(s^) mit S ver- 
bindet, mit ^•3 zum Schnitt bringt. 
Der Schnittpunkt x(s2), mit T^ ver- 
bunden,, liefert x^ und damit den 
gesuchten Schnittpunkt X. 

Durchläuft nun x^ den Büschel 
Tj, so dreht sich x um S, der ent- 
sprechende Strahl x^ dreht sich gleich- 
zeitig um Tg aber so, daß, wenn x^ 
stetig wandert, dies auch für x^ der 
Fall ist (nach E. 6, § 7). Daher muß 
auch der Schnittpunkt X stetig 
weiterwandern; d. h. X durchläuft 
eine nirgends unterbrochene, stetige 
Aufeinanderfolge von Punkten oder 
kurz: eine Kurve. 

2. Ergebnis. Das Erzeugnis 
zweier projektiver Strahlen- 
büschel ist eine Kurve. 

Ist der wandernde Strahl x^ auf 
seiner Wanderung in die besondere 
Lage jpi gekommen, wo er zugleich 
durch T2 geht, so muß die Ver- 
bindungslinie p des Schnittpunktes 

^i(jPi) ^^^ ^ ^^f ^2 eiiißii Punkt 
ausschneiden, der, mit T^ verbunden, 
den entsprechenden Strahl p^ liefert. 
Dieser kann — da p^ ja auch durch 
T2 geht — p^ nur in Tg schneiden; 
d. h. Tg ist auch ein Punkt der 
Kurve. .Dasselbe läßt sich vom 
wandernden Strahl x, zeigen für den 
Fall, daß er durch T^ geht. 

3. Ergebnis. Die Träger, also 
die Mittelpunkte, zweier projek- 
tiver Strahlenbüschel liegen 
auch auf der erzeugten Kurve. 

4r. Aufgabe« Es ist zu unter- 
suchen, von der wievielten 
Ordnung eine so erzeugte 
Kurve ist. 

Die Ordnung einer Kurve ist be- 
stimmt durch die Anzahl der Punkte, 

Volk, Elemente der neueren Geometrie. 



man den Punkt X, der von der 
Verbindungsgeraden X^S^ auf s aus- 
geschnitten wird, mit Sg verbindet. 
Die Verbindungsgerade XS^ liefert 
auf ^2 Xg und damit die gesuchte 
Verbindungsgerade x. 

Durchläuft nun X^ die Punktreihe 
t^y so bewegt sich X auf .s fort, der ent- 
sprechende PunktXgdurchläuf t gleich- 
zeitig ^2, aber so, daß, wenn Xj stetig 
wandert, dies auch für Xg der Fall 
ist (nach E. 6, § 7). Daher muß auch 
die Verbindungsgerade x stetig weiter- 
wandern; d. h. :r durchläuft eine 
nirgends unterbrochene, stetige Auf- 
einanderfolge von Strahlen oder kurz : 
X hüllt eine Kurve ein. 

2'. Ergebnis. Das Erzeugnis 
zweier projektiver Punktreihen 
ist eine Kurve. 

Ist der wandernde Punkt X^ auf 
seiner Wanderung in die besondere 
Lage Pi gekommen, wo er zugleich 
auf /g liegt, so muß der Schnittpunkt 
der Verbindungsgeraden S^P^ mit s 
einen Strahl bestimmen, der ^g in 
dem entsprechenden Punkt Pg 
schneidet. Dieser kann — da P^ 
ja auch auf t^ liegt — mit P^ nur 
durch fg verbunden werden; d. h. 
^2 ist auch eine Berührungsgerade 
der Kurve. Dasselbe läßt sich vom 
wandernden Punkt Xg zeigen für 
den Fall, daß er auf f^ liegt. 

3'. Ergebnis. Die Träger zwei- 
er projektiver Punktreihen be- 
rühren auch die erzeugte Kurve. 

4'. Aufgabe. Es ist zu unter- 
suchen, von der wievielten 
Klasse eine so erzeugte Kurve 
ist. 

Die Klasse einer Kurve ist be- 
stimmt durch die Anzahl der Be- 
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welche eine Gerade mit der Kurve rühmngsgeraden, welche von einem 

gemein hat. Wir legen also eine Punkt aus an die Kurve legbar sind, 

beliebige Gerade g durch die Kurve Verbinden wir einen beliebigen Punkt 

(Fig. 40) und erhalten so mit den 6r (Fig. 41) mit den Punkten ^^B^Ci, 





Fig. 40. 



Fig. 41. 



Strahlen a^\c^ die Schnittpunkte 

^i^i^i? °^i^ d®^ Strahlen a^h^^^ die 
Schnittpunkte %^S&^^^. 

Diese Punktreihen Sli93i®i • • • 
und 2(2^2^2 •• • si^^ ^ Schnitte 
projektiver Strahlenbüschel eben- 
falls projektiv. Für den Fall, daß 
zwei entsprechende Strahlen von 
Tj und Tg sich auf g schneiden, 
haben die Punktreihen auf g einen 
Doppelpunkt. Nach § 8, 8 können 
aber die projektiven Punktreihen 
Slj S3i . . . und 5I2 $82 . . . auf dem ge- 
meinschaftlichen Träger g höchstens 
zwei Doppelpunkte haben; d. h. es 
kann höchstens zweimal vorkommen, 
daß der Schnittpunkt entsprechender 
Strahlen — also ein Kurvenpunkt — 
auf g liegt. Die Kurve wird dem- 
nach von einer Geraden in höchstens 



so erhalten wir die Strahlen a^biq; 
die Punkte 2l2^2®2 liefern die Ver- 
bindungsgeraden 0262^2- 

Diese Strahlenbüschel a^ b^ c^ . . . 
und 02^2^2 •• • sind als Scheine 
projektiver Punktreihen ebenfalls 
projektiv. Für den Fall, daß die 
Verbindungsgeraden zweier ent- 
sprechender Punkte auf t^ und ^ 
durch G gehen, haben die Büschel 
einen Doppelstrahl. Nach § 8, 8 
können aber die projektiven Strahlen- 
büschel ctibiCi . . . und 0262^ • • • °^i* 
dem gemeinschaftlichen Träger G 
höchstens zwei Doppelstrahlen haben; 
d. h. es kann höchstens zweimal vor- 
kommen, daß der Verbindungsstrahl 
entsprechender Punkte — also eine Be- 
rührungsgerade — durch G geht. An 
die Kurve sind demnach von einem 



§ 9. Kurven. 



35 



zwei Punkten geschnitten und ist 
von der zweiten Ordnung. 

5. Ergebnis. Das Erzeugnis 
zweier projektiver Strahlen- 
büschel ist eine Kurve zweiter 
Ordnung. 

Läßt man bei der vorigen 
Wanderung x^ von einer bestimmten 
Lage, z. B. von q, aus auf T^ vor- 
rücken, so nähert sich der ent- 
sprechende Strahl x^ der Lage p^, 
der Schnittpunkt X aber dem Punkte 
Tg mehr und mehr. Auf der ganzen 
Wanderung schneidet der Strahl x^ 
die Kurve in zwei Punkten, nämlich 
in T^ und X. In dem Augenblick 
aber, wo x^ in p^ angekommen ist, 
fallen die beiden Schnittpunkte X 
und Tg zusammen; aus der Ver- 
bindungsgeraden Xg zweier ver- 
schiedener Kurvenpunkte ist eine 
Gerade geworden, die nur noch 
einen Punkt mit der Kurve gemein- 
sam hat, d. h. x^ ist zur „Tangente*' 
geworden. 

In derselben Weise läßt sich 
zeigen, daß dem durch Tj gehenden 
Strahl x^ des Büschels 



'2 



a>2 ^2 ^2 



die Tangente in T^ entspricht. 

6. Ergebnis. Dem gemein- 
schaftlichen Strahle zweier 
projektiver Strahlenbüschel 



entsprechen in Tj und 



Punkt aus höchstens zwei Tangenten 
legbar; sie ist von der zweiten Klasse. 

5'. Ergebnis. Das Erzeugnis 
zweier projektiver Punkt- 
reihen ist eine Kurve zweiter 
Klasse. 

Läßt man bei der vorigen 
Wanderung X^ von einer bestimmten 
Lage z. B. von A^ aus gegen t^ vor- 
rücken j so nähert sich der ent- 
sprechende Punkt Xg der Lage Pg 
auf ^2, die Verbindungsgerade x aber 
der Geraden t^ mehr und mehr. Auf 
der ganzen Wanderung gehen von 
dem Punkt Xg aus zwei Tangenten 
an die Kurve, nämlich i^ und x. In 
dem Augenblick aber, wo X^ in P^ 
angekommen ist, fallen die beiden 



Tangenten x und t^ 



zusammen; aus 



dem Schnittpunkt Xg zweier ver- 
schiedener Tangenten ist ein Punkt 
geworden, von dem aus nur noch 
eine Tangente an die Kurve legbar 
ist, d. h. Xg ist zum „Berührungs- 
punkt'* geworden. 

In derselben Weise läßt sich 
zeigen, daß dem auf t^ liegenden 
Punkt Xo der Punktreihe Ä^B^C, 



'2 



2^2 



der Berührungspunkt auf t^ ent- 
spricht. 

6'. Ergebnis. Dem Schnitt- 
punkte zweier projektiver 
Punktreihen 



.) t,{Ä,B,C, . . .) und t,{Ä,B,C,. 





die 
er- 



''g entsprechen auf t^ und ^g 
Berührungspunkte der 
zeugten Kurve. 

in einen 



die Tangenten der erzeugten 
Knrve. 

7. Aufgabe. Die vier letzten Ergebnisse sollen 
einzigen Satz zusammengefaßt werden. 

8. Aufgabe. Es ist die Kurve zweiter Ordnung zu zeichnen 
für den Fall, daß zwei entsprechende Strahlen e^ und e^ in die 
Verbindungsgerade der Mittelpunkte T^ und Tg fallen. 

3* 
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Unter diesem Umstände sind die erzeugenden Büschel nicht mehr 
nur projektiv, sondern perspektiv. Jeder Punkt der Verbindungsgeraden 
T^T^ kann jetzt einerseits als Schnittpunkt der entsprechenden Strahlen 
e^ und ^2 aufgefaßt werden ; alle übrigen entsprechenden Strahlen schneiden 
sich andererseits auf der Perspektivitätsachse. 

9. Ergebnis. Sind die erzeugenden Strahlenbüschel per- 
spektiv, so zerfällt die Kurve in zwei Gerade. 

10. Aufgabe. Es ist für die Kurve zweiter Klasse die duale 
Untersuchung zu führen. 

11. Aufgabe. Es soll untersucht werden, unter welcher Be- 
dingung die Strahlenbüschel T^ und T^ einen Kreis erzeugen 
(Fig. 42 a). 





Fig. '2 8. 



Fig. 42 b. 



OjBFenbar müssen die Winkel (b-^c^ und (fegCg) ... als Peripheriewinkel 
über gleichem Kurvenbogen einander gleich sein, wenn die erzeugte Kurve 
ein Kreis sein soll. Diese Winkel sind aber gleich, wenn zwei Strahlen 
des Büschels T^ denselben Winkel einschließen, wie die entsprechenden 
Strahlen des Büschels T^ (d. h. wenn T^ und T^ kongruent sind). 

12. Ergebnis. Zwei projektive Strahlenbüschel erzeugen 
einen Kreis, wenn je zwei Strahlen des einen Büschels denselben 
Winkeleinschließen wie dieentsprechendenStrahlen des anderen. 

13. Aufgabe. Untersuche, unter welcher Bedingung die pro- 
jektiven Punktreihen einen Kreis erzeugen (Fig. 4_b). 

Soll die Kurve ein Kreis sein, so ist zunächst für die Lage A^A^ 
von x: 

T MX 



T MT 

^ Ä, MÄ^ = ^ ^ '-^^ = konst. 



Wie also auch x der Kurve entlang gleitet, der Zentriwinkel über x 
muß stets konstant sein. 
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Denkt man sich daher x in einer zweiten Lage ^1^2? ^^ ^^^ wieder: 

T MT 

Folglich ist: ^ 

d. h. die Strahlenbüschel M(Ä^B^. . .) und M(Ä2B2 . . .) sind kongruent. 
Nach § 7, E. 19 und 20 müssen daher die erzeugenden Punktreihen ^^ 
und ^2 aiich kongruent sein. 

14, Ergebnis. Sind die projektiven Punktreihen kongruent, 
so ist die erzeugte Kurve zweiter Klasse ein Kreis. 

§ 10. 

Eegelschnitte. 

Die Erzeugungsweise der Kurven zweiter Ordnung als Schnitt pro- 
jektiver Strahlenbüschel hängt eng mit einer Darstellungsart zusammen, 
die schon den Griechen bekannt war. 

Läßt man nämlich (Fig. 43) eine Gerade so wandern, daß sie stets durch 
einen Punkt geht und einem Kreis entlang gleitet, so beschreibt die Gerade eine 
Kegelfläche (Gerade =„Erzeugende"). Der Kreis selbst kann aufgefaßt werden als 
Erzeugnis zweier projektiver Strahlen- 
büschel a^i^(\,,. und öfg^s^a-- ^^^ 
den Mittelpunkten T^ und Tg (n. E. 12, 
§ 9). Verbindet man die Spitze S 
mit den Strahlen a^b^c^. . . durch 
die Ebenen cc^ßiyx- - -, so schneiden 
sich alle diese Ebenen in der Ver- 
bindungsgeraden ST^y bilden also 
einen Ebenenbüschel mit der Achse 

s^. Ebenso bilden die Ebenen 

S{a^})^c^ . . .) einen Büschel mit der 
Achse s^. Diese beiden Ebenen- 
büschel müssen projektiv sein, da 

^1(^1^1 • • •) A ^2(^2^2 • • •) i'ä^O- *^® 

zwei entsprechende Ebenen wie z. B. ß^ und /Sg, die ja sowohl durch S 

als auch durch B gehen, schneiden sich in der Verbindungsgeraden SB. 

Dreht sich nun \ um T^, so wandert ß^ um 5^; die Schnittgerade SB 

aber gleitet den Kreis entlang, d. h. sie ist „Erzeugende'^ 

l.Ergebnis. DasErzeugnis zweierprojektiverEbenenbüschel, 
deren Achsen sich in einem Punkt schneiden, ist eine Kegelfläche. 

Legt man nun eine beliebige Ebene durch die Kegelfläche, so werden 
die projektiven Ebenenbüschel in zwei projektiven Strahlenbüseheln aS^ und 
S^ geschnitten. Da sich je zwei entsprechende Strahlen auf einer Er- 

1) Das Zeichen 7\ bedeutet „projektiv". 




Flg. 43. 
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zeugenden schneiden^ ist das Erzeugnis dieser projektiven Strahlenbüschel 
nichts anderes als die Schnittkurve der Ebene mit der Kegelfläche. 

2. Ergebnis. Irgend eine Ebene schneidet den Kegel in 
einer Kurve zweiter Ordnung (E. 5, § 9). 

Kurven, welche als Schnitte einer Ebene mit einem Kegel aufgefaßt 
werden können, nannten schon die Griechen (Apollonius v. Pergae: 
Conica 250 v. Chr.) „Kegelschnitte^^ Kurz lautet also E. 2 auch: 

8. Ergebnis. Die Kegelschnitte sind Kurven zweiter Ordnung. 

4. Aufgabe. Untersuche, was für Kegelschnitte möglich sind. 

Schon die Anschauung lehrt, daß je nach der Lage der Ebene drei 
Arten von Schnittkurven entstehen können: 

1. Die Schnittebene ist keiner Seitengeraden s des Kegels parallel; 
sie schneidet dann alle Seitengeraden einerseits der Spitze. Der ent- 
standene Kegelschnitt ist eine geschlossene Kurve und heißt Ellipse (Fig. 44). 

In dem besonderen Fall, wo die Schnittebene senkrecht zur Achse 
des Kegels steht, wird aus der Ellipse ein Kreis. 

2. Die Ebene ist parallel zu einer Seitengeraden i^; sie schneidet 
dann, mit Ausnahme von s^, alle Seitengeraden im Endlichen; s^ kann 

— erst im Unendlichen ge- 
einen unendlich fernen Punkt 



aber — da die Ebene parallel zu % ist 
schnitten werden. Die Schnittkurve hat 
und heißt Parabel (Fig. 45). 

3. Die Ebene ist parallel zu zwei Seitengeraden s^ und s^] außer Si 
und Sj werden auf beiden Teilen der Kegelfläche sämtliche Seiten geraden 
getroflFen. Da s^ und s^ von der Ebene erst im Unendlichen geschnitten 
werden, hat der entstandene Kegelschnitt zwei unendlich ferne Punkte; 
er heißt Hyperbel (Fig. 46). 

5. Ergebnis. Drehen wir eine zur Kegelachse senkrechte 
Ebene immer mehr und mehr, bis sie schließlich zu zwei Seiten- 
geraden parallel wird, so schneidet sie der Reihe nach die 
Kurven: Kreis, Ellipse, Parabel und Hyperbel aus. 

6. Aufgabe. Was wird aus der Schnitt- 
kurve zweiter Ordnung, wenn die Ebene 
soweit gedreht wird, daß sie durch die 
Achse des Kreiskegels geht? 

7. Aufgabe. Ein Kegel liegt in schräger 
Parallelprojektion (a = 45®; 9'='i)0 S®" 
zeichnet vor; es ist das Wandern der 
Schnitt ebene zeichnerisch zu verfolgen und 
für die drei „Sonderfälle" der Kegelschnitt 
in wahren Verhältnissen zu zeichnen. 

Die Schnittebene E (Fig. 44) stehe in ihrer 
pj^ ^ Anfangslage senkrecht zur Bildebene und gehe 

1) a = Neigungswinkel, q = Verzerrungsquotient. 
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durch den beliebigen Punkt V des Ächsenschnittes SAB. SAB wird 
von E in UV geschnitten. UV erscheint unverkürzt; der Schnittpunkt 
von SM und UV ist in natürlicher Lage und liefert sofort zwei Punkte 
R' und T' der Durchschnittskurve. R' und T' liegen nämlich: 

1. auf der Schnittgeraden von E und dem Längsschnitt SRT, der 
senkrecht zur Bildebene durch SM gelegt wurde, 

2. auf den Seitenlinien SR und ST. 

Da nach 1. die Schnittgerade senkrecht auf der Bildebene steht und 
infolgedessen zur Horizontalen ebenfalls unter 45® geneigt erscheint, 
braucht man nur durch M' eine Parallele zu iJT zu ziehen. Wo diese 
Parallele SR und ST schneidet, liegen die Punkte ü' und T' des 
Schnittbildes. 

Um weitere Schnittpunkte zu bekommen, läßt man die Gerade SM 
längs AB hingleiten, so daß sie der Reihe nach die Lagen SM, SM^, 
SM2 . . . einnimmt. Dabei schneidet sie auf der festen Geraden UV 
immer Punkte aus, die im Verein mit den zur Bildebene senkrechten 
Längsschnitten SRT, SR^T^, . . ., wie oben zwei weitere Bildpunkte 
liefern. Die wahre Gestalt der Durchschnittskurve ergibt sich leicht, 
wenn man berücksichtigt, daß ?7Fund die Punkte Jf', M^' . . . schon der 
Wirklichkeit entsprechen, die Geraden R' T' . . . aber senkrecht zu UV 
(wegen a = 45®) und doppelt so groß (wegen Q' = 1) werden müssen. 

Dreht man nun die Ebene um F, aber so, daß sie stets zur Bildebene 
senkrecht bleibt, so wird C/F immer größer. Der Punkt U der Ellipse 
wandert auf SA fort und in dem Augenblick, wo E parallel ist zur 
Seitenlinie SA, liegt U im unendlichen; aus der Ellipse ist die Parabel 
geworden. 

Die Anleitung zur Herstellung des Schnittbildes bleibt auch für 
diesen Fall dieselbe; sie kann von Fig. 44 direkt auf Fig. 45 übertragen 
werden. Bei der Herstellung der wahren Gestalt zeigt es sich, daß die 
Strecken R'T\ . . immer größer werden und daher die Durchschnitts- 
kurve immer weiter auseinander geht. 

Beim Weiterwandem der Schnittebene E muß 
unter Festhaltung des Punktes F sofort der Fall 
eintreten, daß sie parallel zu je einem senkrechten 
Längsschnitt, also zu je zwei Seitengeraden 
parallel wird (Fig. 46). 

Zeichnet man wieder das Schnittbild in wahrer 
Gestalt, so ergibt sich, daß die Kurve aus zwei 
Asten besteht, die sich nach zwei verschiedenen 
Seiten hin ins Unendliche erstrecken. 

Faßt man bei den obigen Untersuchungen 
(Fig. 44 — 46) den Grundkreis als Gegenstand, die ^. ^^ 
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Spitze des Kegels als Projekt! onszentrum und die Seitengeraden als Projektions- 
strahlen auf, so spielt die Schnittebene die Rolle der Bildebene. Wie die Bild- 





Fig. 46. 



Fig. 47. 



ebene also auch wandern mag, immer ist das Bild des Kreises ein Kegelschnitt. 

8, Ergebnis. Die Zentralprojektion eines Kreises auf eine 
beliebige Ebene ist ein Kegelschnitt. 

Untersuche, ob das B. 8 auch dann gilt, wenn die Bildebene nicht 
mehr zwischen Projektionszentrum und Grundkreis, sondern außerhalb liegt. 

9. Aufgabe. In der Figur 47 liegt S in der Ebene, welche 
durch den Kreismittelpunkt geht und auf der Achse ^ senkrecht 
steht. Ferner ist durch S eine Ebene parallel zur Bildebene 
gelegt, welche die Kreisebene in /* schneidet. In welcher Weise 
ändern sich die Bilder des Kreises, wenn: 

a) die Bildebene sich um g dreht, 

b) wenn die Bildebene fest bleibt, aber das Projektions- 
zentrum so auf i wandert, daß /' dar lieihe nach keinen, einen, 
oder zwei Schnittpunkte mit dem Kreis gemeinsam hat?^) 

Wie alle diese Zeichnungen sowie die Untersuchungen 
der Aufg. 4 zeigen, sind die Kegelschnitte Kurven zweiter Ordnung, welche: 

a) im PaUe der Ellipse: unendlichferne Punkte, 

b) „ „ „ Parabel: 1 unendlichfernen Punkt, 

c) „ „ „ Hyperbel: 2 unendlichferne Punkte besitzen. 

1) Zur Veranschaulichung der drei Fälle ersetze man S durch ein Licht und 
den Kreis ABC durch eine auf dem Tisch senkrecht stehende Kreisscheibe. 
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Diese Tatsache beeinflußt selbstverständlich auch die Natur der er- 
zeugenden projektiven Strahlenbüschel. Ein unendlichferner Punkt der 
Kurve ist nämlich dadurch ausgezeichnet, daß nach ihm die zwei ent- 
sprechenden Strahlen parallel laufen. Demnach erzeugen zwei projektive 
Strahlenbüschel : 

eine Ellipse, wenn Ö Paar entsprechender paralleler Strahlen vorhanden ist, 
„ Parabel, „ 1 „ „ „ „ „ „ 

„ Hyperbel,, 2 „ „. „ „ „ sind. 

10. Aufgabe. Ein Kegelschnitt sei durch fünf Punkte ge- 
geben; es soll untersucht werden, ob er eine Ellipse, eine 
Parabel, oder eine Hyperbel ist. 

Nach Art der Aufg. 1, § 9 macht man zwei der gegebenen Punkte 
zu Büschelmittelpunkten und zieht nach den anderen Punkten die ent- 
sprechenden Strahlen. Hierauf läßt man den einen Büschel in der Ebene 
so auf den anderen zuwandern, daß alle Strahlen ihre Richtung bei- 
behalten. In dem Augenblick, wo die Büschelmittelpunkte zusammenfallen, 
sind etwa vorhandene parallele Strahlen Doppelstrahlen geworden. Die 
Aufgabe läuft also darauf hinaus, die Doppelstrahlen dieser konzentrischen 
projektiven Büschel zu bestimmen. Die Stein er sehe Konstruktion 
(Aufg. 11) ergibt die Anzahl 
der Doppelstrab len leicht und 
diese Anzahl stimmt überein 
mit der Anzahl der unendlich 
fernen Kurvenpunkte. 

11. Steinersche Aufgabe. 
Essind dieDoppelstrahlen 
z weier konzentrisch enpro- 
jektivenBüschel T(aJ)^Ci...) 
und T{a^b^C2 . . .) zu be- 
stimmen (Fig. 48). 

Zu diesem Zwecke legen wir 
durch T einen Kreis, der die 
Strahlen a^b^c^... in A^B^C^.,. 

und «262^2 • • • i^ ^2-^2^2 • • • 
schneidet. Verbindet man nun 

A^ mit A2B2C2 . ' . und A^ 

mit ^1 J5j (7j . . . , so ist nach der 

Umkehrung von E. 12, § 9 

Büschel: 

Ai {A2 B2 ^i 

A2(A,B^C^ ...) A T{a^\c^ 
Da aber nach Voraussetzung: 




Fig. 48. 



.) A T(a2b2C^ 



•), 
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T(a^b^c^ . . .) A T{a^\c^ . . .) * 

folgt: 

-4-1 (-^2 jR, Cg , . .) J\ A^y^A^Jj^ Cj . . .) . 

In der Verbindungsgeraden -4,-42 dieser beiden projektiven Büschel 
fallen zwei entsprechende Strahlen zusammen; die beiden Büschel sind 
daher nicht nur projektiv, sondern sogar perspektiv. Die Schnittpunkte 
35 und 6 von zwei Paar entsprechenden Strahlen genügen eben, um die 
Perspektivitätsachse p festzulegen. Durchläuft nun ein Punkt X die 
Perspektivitätsachsep, so bestimmt er in jeder Lage zwei Strahlen A^X 
und A^X, die ihrerseits den Kreis in Xg und X, schneiden. Die Ver- 
bindungsgeraden TX^ und TX2 sind dann stets zwei weitere entsprechende 
Strahlen x^ und x^ der Büschel T{aJ)^c^. . .) und T{a^\c2 . . .). 

Ist X im Schnittpunkt D angekommen, so liefern die Verbindungs- 
geraden A^D und A^D keine verschiedenen Schnittpunkte X^ und Xg 
mehr; X^ und Xg fallen vielmehr in D zusammen und damit fällt auch 
der Strahl x^ mit seinem entsprechenden x^ zusammen; d. h. D bestimmt 
einen Doppelstrahl. 

Da dieselbe Betrachtungsweise auch für den zweiten Schnittpunkt 
von p mit dem Kreise gilt, muß der zweite Doppelstrahl durch F gehen. 

Berührt p den Kreis, so gibt es offenbar nur einen Doppelstrahl; 
liegt p außerhalb des Kreises, so sind keine Doppelstrahlen vorhanden. 

12. Ergebnis. Konzentrische, projektive Strahlenbüschel 
haben zwei Doppelstrahlen, einen oder gar keinen Doppelstrahl, 
je nachdem die Perspektivitätsachse der Steinerschen Kon- 
struktion zwei Schnittpunkte, einen, oder gar keinen Schnitt- 
punkt mit dem Hilfskreis liefert. 

13. Aufgabe. Gegeben sind zwei projektive Punktreihen 
A^B^C^.., und A^B^C^ . . . auf demselben Träger; bestimme die 
Doppelpunkte. 

Die Lösung wird auf die vorige zurückgeführt, indem man A^B^^C^.. , 
und A^B^C^ , . . mit einem beliebigen Punkt des Hilfskreises verbindet 
und von dem entstandenen Büschel die Doppelstrahlen bestimmt. 



§11. 

Eegelschnitte als geometrische Örter. 

Die Entstehungsweise der Kurven zweiter Ordnung als Schnitte des 
Kegels führt — sobald man die Dandelinschen Berührungskugeln zu 
Hilfe nimmt — sofort zu einer dritten Darstellungsart, nämlich derjenigen 
der geometrischen Örter. 
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Nach Dandelin legt man in den Kegel (Fig. 49) die zwei Be- 
rührungskugeln ein, die zugleich die Schnittebene UV in F^ und F^ be- 





Fig. 49. 



Fig. 50. 



röhren. Die Mittelpunkte M^ und Jfg dieser Kugeln liegen; 1. auf der 
Achse SM und 2. auf der Halbierungslinie der Winkel S?7Fund AÜV. 
Die Berührungskreise CD und EG, die nach § 10, 7 leicht zu zeichnen 
sind, sollen von der Verbindungsgeraden ÄX in X^ und X^ geschnitten 
werden. Verbindet man noch den beliebigen Punkt X der Schnittkurve 
mit F^ und F^, so gilt im Falle der Ellipse: 

XF^ = XX^ (als Tangenten von einem 



XjFg = XXg 



Punkt an die Kugel.) 



XF^ + xjf; = XX, + XX, = XiXg = ec. 

Wie nun auch der Punkt X die Schnittkurve durchlaufen mag, 
immer ist die Summe XF, + XF, gleich dem Abstand EC der beiden 
Parallelkreise, d. h. konstant. 

1. Ergebnis. Die Ellipse ist der geometrische Ort aller 
Punkte, für welche die Summe der Abstände von zwei festen 
Punkten konstant ist. 

Die beiden festen Punkte F, und F, heißen „Brennpunkte", ihre 
Verbindungslinien F,X und F^X mit einem beliebigen Ellipsen ])unkt X 
„Brennstrahlen". Die beiden Brennpunkte F^ und F, bestimmen „die 
große Achse" UV = 2a; halbiert man die Entfernung FiF, und errichtet 
im Mittelpunkt eine Senkrechte, so ist diese „die kleine Achse". 
OF^ = OF2 = e nennt man „Brennweite". 

Dreht sich UV um F, so rückt M, auf der Achse immer weiter 
fort und in dem Augenblick, wo UV\\ SÄ geworden ist (Fig. 50), liegt 
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M2 im unendlichen. Für diesen Fall gibt es also nur eine Berührungs- 
kugel, deren Mittelpunkt und Berührungskreis genau wie im Fall der 
Ellipse gefunden wird. Bringt man in der Ebene den Durchmesser CD 
des Berührungskreises mit ZF^ in Q zum Schnitt, so ist ÄC = ZQy 
da ja die beiden Parallelen ÄC und ZQ zwischen den Parallelen CD 
und AB liegen. Nun ist: 

XF, ^ XX^=^ÄC^ZQ. 

Die Parabelebene ZQ muß ferner die Ebene CX^D in einer Geraden g 
schneiden, die in Q auf dem Achsenschnitt SAB, also auch auf ZQ 
senkrecht steht (erscheint im Bilde unter 45^ Neigung). ZQ ist daher 
gleich dem Abstand XE des Punktes X von dieser Geraden g. Da also: 



und andererseits; 



ist, folgt: 



ZQ=^XE 
ZQ = XF, 

XF^ = XE. 



Wie also der Punkt X die Schnitfkurve durchlaufen mag, immer 
sind die Abstände XF^ von einem festen Punkt F^ und XE von der 
festen Geraden g einander gleich. 

2. Ergel[)nis. Der geometrische Ort aller Punkte, die von 
einem festen Punkt ebenso weit entfernt sind wie von einer 

festen Geraden, ist eine Parabel. 

Ist die Schnittebene auf ihrer Wanderung 
parallel zu zwei Seitengeraden geworden (Fig. 51), 
so gibt es wieder zwei Berührungskugeln. Die 
Mittelpunkte M^ und M^^ sowie die Berührungs- 
kreise CD und EG ergeben sich in der Zeichnung 
genau wie im Falle der Ellipse. Verbindet man 
wieder den beliebigen Punkt X der Schnittkurve 
mit jFj und F^ und idit S, so gilt: 

XF^ = XXi 
XF^ = XX^ 




Fig. 51. 



XF-^ — XF^ = XX^ — XX^ == X^X^ = ED . 

Durchläuft also X die ganze Schnittkurve, so 
ist die Differenz XF^ — XF^ immer gleich dem 
Abstand ED der beiden Parallelkreise, also konstant. 

3. Ergebnis. Die Hyperbel ist der 
geometrische Ort aller Punkte, für welche 
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die Differenz der Abstände von zwei festen Punkten kon- 
stant ist. 

Die Ergebnisse 1 — 3 ermöglichen eine ganze Reihe einfacher Kegel- 
schnittskonstruktionen. • 

4. Aufgabe. Es soll eine Ellipse gezeichnet werden, von der 
gegeben sind: die beiden Brennpunkte (also die Brennweite) 
und die konstante Summe der Brennstrahlen = 2a. 

I. Lösung. 

Die gegebene Strecke 2a wird zunächst durch einen beliebigen Punkt 
(Fig. 52) in zwei beliebige Teile r^ und r^ geteilt; hierauf schlage man 
um F^ mit r^ und um F^ mit rg, sowie umgekehrt um F^ mit r^ und um 





Fig. 53. 



jPg mit r^ Kreise; diese schneiden sich in vier symmetrisch liegenden 
Punkten F^P^P^P^, die alle die vorgeschriebene Eigenschaft r^ -\- r^ = 2a 
haben. Wird r^ == rg = a, so erhält man die Endpunkte C und D der 
kleinen Achse; r^ = a -\- e und r^== a — e und umgekehrt ergibt die End- 
punkte A und B der großen Achse. Für r^ > a + e erhält man keine 
Kreisschnittpunkte mehr (Fadenkonstruktion). 

Aus der Konstruktion folgt noch: e^ = a^ — 'b^, eine Formel, mit 
welcher die Brennpunkte bestimmt werden können, wenn die Achsen ge- 
geben sind. 

IL Lösung (Fig. 53). 

Man zieht durch F^ eine beliebige Gerade F^ ü in der Absicht, einen 
Schnittpunkt der Geraden mit der Ellipse zu zeichnen. Zu diesem Zwecke 
schlägt man um J^g mit 2a einen Kreis, verbindet den Schnittpunkt Q 
mit F^ und trägt den Winkel i^^ QF^ an F^ Q in F^ an. Es entsteht 
das gleichschenklige Dreieck F^Qp, dessen Spitze ein Ellipsenpunkt sein 
muß. Dreht sich F^ CT um F.^, so sind die Spitzen aller so entstehenden 
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gleichschenkligen Dreiecke EUipsenpunkte; denn es ist immer: 

F^F + FF, = F,P +PQ^2a. 

Zusatz. Nach dieser Kctnstruktion läßt sich die Ellipse auch er- 
klären als eine Kurve, deren Punkte von einem festen Punkt (jP^) und 
einem festen Kreis — dem Leitkreis — gleichen Abstand haben. 

Fällt F, U auf seiner Wanderung mit der großen Achse zusammen, 
so muß immer noch F^F = FQ sein, d. h. der Mittelpunkt von F^T ist 
auch ein Ellipsenpunkt. 

III. Lösung. 

Statt bei der vorigen Lösung den Winkel F^ QF^ in F^ anzutragen, 
hätte man nach einem Satz vom gleichschenkligen Dreieck jeweils auch 
die Mittelsenkrechte auf QF^ errichten können. Der Schnittpunkt mit F, ü 
wäre dann wiederum der Kurvenpunkt F. 

6. Aufgalbe. Es ist zu untersuchen, ob die Mittelsenkrechte 
zu F^Q noch einen weiteren Punkt mit der Ellipse gemein- 
sam hat. 

Läßt man F die Mittelsenkrechte entlang gleiten, so ist immer: 

für eine bestimmte Lage F^ gilt daher: 

PiF, = F,Q 
F,F, + F,F, = F,Q + F,F,>F,Q, also auch >2a. 

Da es nach einem Dreieckssatz auf der ganzen Wanderung von F 
nur einmal vorkommt, daß FF^ + FF, = 2a wird, hat die Mittel- 
senkrechte zu jFi Q nur einen Punkt mit der Ellipse gemeinsam, d. h. sie 
ist Tangente. 

Berücksichtigt man noch, daß die Tangente als Mittelsenkrechte im 
gleichschenkligen Dreieck F^FQ auch den Winkel an der Spitze halbiert, 
so daß a = fi = y wird, so folgt als zusammenfassendes 

6. Ergebnis, a) Halbiert man den Nebenwinkel zum Brenn- 
strahlwinkel F^FF,, so erhält man die Tangente. 

b) Halbiert man den Brennstrahlwinkel, so erhält man die 
Normale der Ellipse. 

c) Die Tangente bildet mit den Brennstrahlen ihres Be- 
rührungspunktes gleiche Winkel. 

Die Lösimg H. von Aufg. 4 zeigt ebenfalls, daß die Parabel als 
Sonderfall der Ellipse aufgefaßt werden kann. Rückt nämlich der Brenn- 
punkt F, auf der Achse ins Unendliche, während die Punkte F^, B und 
T festgehalten werden, so wird die in B senkrecht stehende Tangente — 
die Scheitel tangente — zwar bleiben; der durch T gehende Bogen des 
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Leitkreises aber geht in eine Gerade über. Die Aufgabe, für diesen Fall 
alle Punkte zu suchen, die von einem festen Punkt und dem Leitkreis 
gleichen Abstand haben, ist also identisch mit der 

7. Aufgabe. Eine Parabel zu zeichnen, wenn der Brenn- 
punkt (d. L sein Abstand p von der Leitlinie = Parameter) und 
die Leitlinie gegeben ist (Fig. 54). 




r- 



^ p 



— 2a -*»• — ^ — > 





Fig. .'S4. 



Fig. 55. 



Entsprechend der Lösung II zieht man von F^ aus d. h. parallel zu 
F^T die beliebige Gerade F^Q und verbindet Q mit F^ Trägt man 
hierauf den Winkel F^ QF^* in F^ an F^ Q an, so muß die Spitze des 
entstandenen gleichschenkligen Dreiecks wiederum ein Kurvenpunkt sein. 
Wie bei Lösung III hätte man zur Bestimmung von P auch die Mittel- 
senkrechte zu jPj Qy also die Tangente benützen können. 

Zieht man durch den Kurvenpunkt P eine Parallele zur Leitlinie, 
so ist JT ^ PQ = PF^. Eine weitere Parabelkonstruktion beruht also 
darin, daß man in den Punkten- J, J^, J^, . . . Senkrechte errichtet imd 
um jF\ mit JT, J^ T, J^T, . . . Kreisbogen schlägt. Die jeweiligen Schnitt- 
punkte der Kreisbogen mit den zugehörigen Senkrechten sind Parabel- 
punkte. 

8. Aufgabe. Übertrage das Ergebnis 6 auf den Fall der 
Parabel. 

9. Aufgabe. Es soll eine Hyperbel gezeichnet werden, wenn 
gegeben sind: die beiden Brennpunkte und die konstante 
Differenz der Brennstrahlen = 2a. 

I. Lösung (Fig. 55). 

Auf der Verlängerung der Strecke AB' = 2a nimmt man einen 
beliebigen Punkt P so an, daß Ä'P = r^ und B'P = r2 wird. Hierauf 
schlägt man um jF^ mit r^ und um jPg niit r^, sowie umgekehrt um F^ 
mit r^ und um P'g ™i^ ^i Kreise; diese schneiden sich in vier symmetrisch 
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Fig. 56. 



liegenden Punkten P^P^P^P^^, die alle die vorgeschriebene Eigenschaft 
r^ — r^==^2a haben; r^ == a + e und r^^ e — a und umgekehrt ergibt 
die Endpunkte A und B der großen Achse. Für r^<,a + e erhält man 
keine Kreisschnittpunkte mehr. 

IL Lösung (Fig. 56). 

Man zieht durch F^ eine beliebige Gerade F^ U in der Absicht, einen 
Schnittpunkt der Geraden mit der Hyperbel zu zeichnen. Zu diesem 

Zwecke schlägt man um F^ mit 
2a einen Kreis, verbindet den 
Schnittpunkt Q mit F^ und trägt 
den Winkel F^QU an F^Q in 
F^ an. Es entsteht das gleich- 
schenklige Dreieck F^QP, dessen 
Spitze ein Hyperbelpunkt sein 
muß. 

Dreht sich F2Ü um F^, so 
sind die Spitzen aller so ent- 
stehenden gleichschenkligen Drei- 
ecke Hyperbelpunkte; denn es 
ist immer: 

F,P-F^P = F,P- QP = 2a. 

Zusatz. Nach dieser Konstruktion läßt sich die Hyperbel erklären 
als eine Kurve, deren Punkte von einem festen Punkt und einem festen 
Kreis — dem Leitkreis — gleichen Abstand haben. (Wodurch unter- 
scheidet sich die Lage des festen Punktes zu dem Leitkreis bei Ellipse 
und Hyperbel?) 

HL Lösung. 

Statt bei der vorigen Lösung den Winkel F{*Q U in F^ anzutragen, 
hätte man jeweils auch auf QFj^ die Mittelsenkrechte errichten können. 
Der Schnittpunkt mit F2 U wäre dann wieder der Kurvenpunkt P. 

Fällt F2 U auf seiner Wanderung mit der großen Achse zusammen, 
so muß immer noch F^P = PQ sein; d. h. der Mittelpunkt von F^T ist 
auch ein Hyperbelpunkt. 

10. Aufgabe. Untersuche, ob die Mittelsenkrechte zu F^Q 
noch einen weiteren Punkt mit der Hyperbel gemeinsam hat. 

Läßt man P die Mittelsenkrechte entlang gleiten, so ist immer: 

Für eine bestimmte Lage P^ gut daher: 

P^F^ - P^F^ = P^F^ -P^Q<F^Q, also auch < 2a . 
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Da es nach einem Dreieckssatz auf der ganzen Wanderung von P 
nur einmal vorkommen kann, daß P^i^g ~" Ä-^i === ^^ wird, hat die 
Mittelsenkrechte zu QF^ nur einen Punkt mit der Hyperbel gemeinsam, 
d. h. sie ist Tangente. 

Berücksichtigt man noch, daß die Tangente als Mittelsenkrechte im 
gleichschenkligen Dreieck auch den ^Winkel an der Spitze halbiert,^ so 
folgt das zusammenfassende 

11. Ergelbnis. a) Halbiert man den Brennstrahlwinkel, so 
erhält man die Tangente. 

b) Halbiert man den Nebenwinkel zum Brennstrahlwinkel, 
so erhält man die Normale. 

c) Die Normale bildet mit den Brennstrahlen ihres Be- 
rührungspunktes gleiche Winkel. 

12. Aufgabe. Von einem Punkt P^ außerhalb der Ellipse 
sind die Tangenten an dieselbe zu legen. 

Die Lösung ergibt sich leicht aus Fig. 53, wenn man be- 
achtet, daß der zu F^ in Bezug auf die Tangente symmetrische 
Punkt Q liegt: 

erstens auf dem Bjreise mit dem Radius 2 a und dem Mittelpimkt F2, 
zweitens auf dem Kreise mit dem Radius Pji^i und dem Mittel- 
punkt Pj. 

13. Aufgabe. Löse dieselbe Aufgabe unter Beachtung der 
Figuren 54 und 56 auch für die Parabel und die Hyperbel. 



§ 12- 

Die Sätze von Pascal und Brianchon. 

w Punkte (Gerade) mit all ihren Verbindungsgeraden (Schnittpunkten) 
bilden in der neueren Geometrie ein „vollständiges n eck" (bzw. ;, voll- 
ständiges nseit). Das zeigten im besonderen schon die Beispiele des § 3. 
Zum Unterschied vom „vollständigen neck (bzw*. wseit)" versteht man 
unter einem 

„e i n f a c h e n weck" eine Gruppe von 
n Punkten und den n Geraden, welche 
zwei aufeinander folgende Punkte 
miteinander verbinden. 

Bezeichnet man z. B. in irgend 
einer Reihenfolge die sechs Punkte 
einer Ebene mit den Ziffern 1, 2, 3, 
4, 5, 6, so ist dadurch das Sechs- 
eck 12 3 4 5 6 festgelegt 
(Fig. 57). Verschlungene Figuren 

Volk, Elemente der neaeren Geometrie. 



„einfachen wseit" eine Gruppe von 
n Geraden und den n Punkten, in denen 
sich je zwei aufeinander folgende 
Seiten schneiden. 

Bezeichnet man z. B. in irgend 
einer Reihenfolge die sechs Geraden 
einer Ebene mit den Ziffern 1, 11, III, 
IV, V, VI, so ist dadurch das 
Sechsseit I II IE IV V VI festgelegt 
(Fig. 58). Verschlungene Figuren 
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werden also in der neueren Geo- 
metrie keineswegs ausgeschlossen. 




werden also in der neueren Geo- 
metrie keineswegs ausgeschlossen. 



Fig. 57. 

j^Gegenseiten" im einfachen Sechs- 
eck nennt man die: 




1. und 4 Seite, 

U, ff o. 

3. „ 6. 



also 1 2 und 4 5 



>; 



yf 
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V 



23 
34 
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1. Aufgabe. Es sind ver- 
schiedene Sechsecke zu zeich- 
nen und die Schnittpunkte der 
Gegenseiten zu suchen. 

Das Eurvensechseck. 

Über das Kurvensechseck liefert 
die Aufgabe 1, § 9 einen bemerkens- 
werten Satz, wenn der wandernde 
Strahl ii?i durch dasPerspektivitäts- 
zentrum P = S geht. Dann ist er 
(Fig. 59) zugleich ein Strahl /i des 



Fig. 58. 

„Gegenecken'^im einfachen Sechs- 
seit nennt man die: 

l.und4.Ecke,also (I II) und (IV V) 

2. „ 5. „ „ (II ni) „ (VVl) 

3. „ 6. „ „(III IV) „ (VII). 

1'. Aufgabe. Es sind ver- 
schiedene Sechsseite zu zeich- 
nen und die Gegenecken an- 
zugeben. 

Das Eurvensechsseit. 

über das Eurvensechsseit liefert 
die Aufgabe 1', § 9 einen bemerkens- 
werten Satz, wenn der wandernde 
Punkt X^ auf der Perspektivitäts- 
achsejp = 5 angelangt ist. Dann ist er 
(Fig. 66) zugleich ein Punkt JP^ der 





§12. Die Sätze von Pascal und Brianchon. 



51 



Büschels P und schneidet als solcher 
auf «2 einen Punkt aus, der, mit T^ 
verbunden, den entsprechenden Strahl 
/*2 liefert. 



Da f^ und 
Punkt mehr 
können, muß 



f^ keinen weiteren 



gemeinsam haben 
der Schnittpunkt 
dasselbe gilt für 
^2(^1) = -E — ^^^ Kurvenpunkt sein. 
Die Aufgabe, zu fünf Punkten 
einer Kurve zweiter Ordnung weitere 
Punkte zu finden, läßt sich also 
auch in der Weise ausführen, daß 
man zwei der gegebenen Punkte als 

/i(^2) ^^^ ^2(^1) auffaßt; d. h. man 
nimmt nicht zwei beliebige, durch 
A gehende Geraden 5^ und s^ als 
Hilfslinien, sondern diejenigen Ge- 
raden, welche durch zwei der ge- 
gebenen Punkte gehen. Die Kon- 
struktion vereinfacht sich dann 
insofern, als die Verbindungs- 
geraden T^E und T^F direkt P 
liefern. 

3. Aufgabe. Stelle auf diese 
Weise die Kurve her, welche 
durch die Punkte 6r, H^ J, K, L 
geht (Fig. 60). 



Punktreihe p und bestimmt als 
solcher von S^ einen Strahl, der 
auf ^2 den entsprechenden Punkt F^ 
liefert. 

Da F^ und F2 keine weitere 
Gerade mehr gemeinsam haben 
können, muß der Strahl F^S^ 
= /" — dasselbe gilt für £3 S^ = e 
— eine Berührungsgerade sein. 

Die Aufgabe, zu fünf Tangenten 
einer Kurve zweiter Klasse weitere 
Tangenten zu finden, läßt sich also 
auch in der Weise ausführen, daß 
man zwei der gegebenen Tangenten 
als jFiÄg und -Eg'^i auffaßt; d.h. man 
nimmt nicht zwei beliebige, auf a 
liegende Punkte S^ und S^ alg 
Büschelmittelpunkte, sondern die- 
jenigen Punkte, welche von zwei 
der gegebenen Geraden auf a aus- 
geschnitten werden. Die Konstruk- 
tion vereinfacht sich dann insofern, 
als die Schnittpunkte ^(e) und t^(f) 
direkt p liefern. 

2'. Aufgabe. Stelle auf diese 
Weise die Kurve her, welche 
die Geraden gyhyiyh,l berührt 
(Fig. 67). 



(3}J^ 



G(D 




K(S) 



H(2) 




Fig. 60. 



Fig. S7. 
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Man gibt zwei beliebigen Punkten, 
z. B. J und Kj die Rolle von Ty 
und Tg; die Verbindungsgeraden JS 
und KL geben P. Sucht man irgend 
einen sechsten Punkt X, so müssen 
die Schnittpunkte x^{s^ und x^{s^ 
auf der durch P gehenden Geraden 
X' liegen. 

Faßt man aber nun G,HjJy X, K,L 
als Ecken eines Kurvensechsecks auf 
und numeriert sie zur Abkürzung 
mit 1, 2, 3, 4, 5, 6, so schneiden sich 
die Gegenseiten: 



12 
45 



23 
56 



34 
61 



auf der Geraden x. 

Wie nun X auf der Kurve auch 
wandern mag, was für Sechsecke 
mit anderen Worten auch entstehen 
mögen, immer dreht sich x gleich- 
zeitig um P und es gilt ganz all- 
gemein der 

3. Satz Ton Pascal. Im 
Kurvensechseck liegen die drei 
Schnittpunkte der Gegenseiten 
auf einer Geraden. 

Dieser Satz^) hat allerdings zu- 
nächst nur für solche Sechsecke 
Gültigkeit, zu deren Eckpunkten 
auch T^ und T^, also die Büschel- 
mittelpunkte, gehören. 

4. Aufgal>e. Es ist zu unter- 
suchen, ob der Pascalsche Satz 
auch dann noch gilt, wenn man 
3\ und Tg durch zwei beliebige 
andere Kurvenpunkte ver- 
tauscht (Fig. 61). 

Zu diesem Zweck läßt man unter 
Festhaltung der fünf anderen Ecken 



Man gibt zwei beliebigen Geraden, 
z. B. i und h, die Rolle von t^ und 
^2*, die Schnittpunkte iQi) und i(?), 
miteinander verbunden, liefern p. 
Sucht man irgend eine sechste Tan- 
gente x, so müssen die Verbindungs- 
geraden X^/Sj und Xg/Sg durch einen 
Punkt X von p gehen. 

Faßt man aber nun g, h, i, x, Ä, l 
als Seiten eines Kurvensechsseits auf 
und numeriert sie zur Abkürzung 
mit I, II, III, IV, V, VI, so gehen die 
Verbindungsgeraden der Gegenecken: 



III 
IV V 



um 
vvi 



III IV 
VII 



durch den Punkt X. 

Wie nun x der Kurve entlang 
gleiten mag, was für Sechsseite mit 
anderen Worten auch entstehen 
mögen, immer wandert X gleich- 
zeitig auf p und es gilt ganz all- 
gemein der 

3'. Satz Ton Brianchon. Im 
Kurvensechsseit gehen die drei 
Verbindungsgeradender Gegen- 
ecken durch einen Punkt. 

Dieser Satz^) hat allerdings zu- 
nächst nur für solche Sechsseite 
Gültigkeit, zu deren Seiten auch t^ 
und ^2; ä-lso die Träger projektiver 
Punktreihen, gehören. 

4'. Aufgabe. Es ist zu unter- 
suchen, ob der Brianchonsche 
Satz auch dann noch gilt, wenn 
man t^ und t^ durch zwei be- 
liebige andere Tangenten ver- 
tauscht (Fig. 68). 

Zu diesem Zweck läßt man unter 
Festhaltung der fünf anderen Tan- 



1) Von dem 16jährigen Pascal 1639 gefunden. 

2) Von Brianchon 1806 veröfFentUcht. 
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den willkürlichen Punkt G auf der ] genten die willkürliche Tangente g 
Kurve wandern. Dabei beschreibt I als solche wandern. Dabei beschreibt 





Fig. 61. 



Fi«. 68. 



5i den Strahlenbüschel L und Sg den 
Büschel H und zwar so, daß auf 
den jetzt festen Geraden x^ und rrg 
X unKxe iKfi tXo f Ji-i %Xfa y »x-i »vg ... 
ausgeschnitten werden, die nach dem 
Pascalschen Satz auf einer durch P 
gehenden Geraden liegen. 

Als Schnitte des Strahlenbüschels 
P sind demnach die Punktreihen 



und 



X 17 'Y " 



perspektiv; als Scheine dieser Per- 
spektiven Punktreihen müssen 
aber andererseits die Büschel L und 
H projektiv sein. Wir sehen, die 
Punkte L und H haben jetzt die 
Rolle von T^ und Tg übernommen 
und die Kurve selbst stellt sich dar 
als Erzeugnis der beiden projektiven 
Strahlenbüschel L und H. 

6. Ergebnis. Aus zwei be- 
liebigen Punkten einer Kurve 
zweiter Ordnung werden alle 



S^ die Punktreihe l und S^ die 

Punktreihe h und zwar so, daß die 

f f 

festen 
auf p 



Verbindungsgeraden 



^1^2> 



U/1 tJOi 



2 



. . mit den jetzt 
Punkten X^Xg durch einen 
liegenden Punkt gehen. 



Als Scheine der Punktreihe p 
sind demnach die Strahlenbüschel 



f — f^ 



und 



tA/-i i/Cz-j «l'-a 

/ 
X^X^ X^ 



' — /' 



perspektiv; als Schnitte dieser Per- 
spektiven Strahlenbüschel müssen 
aber andererseits die Punktreihen l 
und Ifi projektiv sein. Wir sehen, 
die Geraden l und h haben jetzt die 
Rolle von t^ und t^ übernommen 
und die Kurve selbst stellt sich dar 
als Erzeugnis der beiden projektiven 
Punktreihen l und }i. 

6'. Ergebnis. Auf zwei be- 
liebigen Tangenten einer Kurve 
zweiter Klasse schneiden alle 



54 



§ 12. Die Sätze von Pascal und Brianchoki. 



übrigen Kurvenpunkte durch 
zwei projektive Strahlen- 
büschel projiziert. 

6. Aufgalie. Durch wieviel 
Punkte in der Ebene ist ein 
Kegelschnitt bestimmt? 

Mindestens sind so viele Punkte 
erforderlich, als zur Bestimmung der 
erzeugenden Strahlenbüschel nötig 
sind. Kennt man von zwei Strahlen- 
büscheln 

1. die Mittelpunkte und 

2. die Schnittpunkte 

von je drei entsprechenden Strahlen, 
so ist durch diese fünf Punkte ihre 
Projektivität gerade festgelegt; denn 
es sind ja drei Paar entsprechender 
Strahlen bekannt. Da durch die zwei 
festgelegten projektiven Strahlen- 
büschel andererseits eineKurve zweiter 
Ordnung bestimmt ist, so folgt: 

7. Ergebnis. Durch fünf 
Punkte in der Ebene ist eine 
Kurve zweiter Ordnung voll- 
ständig bestimmt. 

8. Aufgabe. Untersuche, wie- 
viele verschiedene Kurven 
zweiter Ordnung man durch 
fünf Punkte A, B, C, D, E legen 
kann. 

Nach E. 7 kann man sicher eine 
Kurve durchlegen, indem man z. B. 
C und D zu Mittelpunkten projek- 
tiver Strahlenbüschel macht; alle 
anderen Kurvenpunkte werden dann 
aus C und D durch die Büschel 
projiziert, deren Projektivität durch 

ö^i^2? ^1^2? ^1^2 festgelegt ist. Eine 
zweite, ebenfalls durch A,B,C,DyE 
gehende Kurve müßte nach E. 5 
auch aus (7 und B durch die Strahlen- 
büschel «1 a^j , 6j 62 > ^1 ^2 7 • • • projiziert 
werden. Da die erzeugenden Strahlen- 



übrigen Tangenten projektive 
Punktreihen aus. 

6'. Aufgabe. Durch wieviel 
Tangenten in der Ebene ist eine 
Kurve zweiter Klasse bestimmt? 

Mindestens sind so viele Tan- 
genten erforderlich, als zur Be- 
stimmung der erzeugenden Punkt- 
reihen nötig sind. Kennt man von 
zwei Punktreihen 

1. die Träger und 

2. die Verbindungsgeraden 

von je drei entsprechenden Punkten, 
so ist durch diese fünf Geraden ihre 
Projektivität festgelegt; denn es sind 
ja drei Paar entsprechender Punkte 
bekannt. Da durch die zwei fest- 
gelegten projektiven Punktreihen 
andererseits eine Kurve zweiter Klasse 
bestimmt ist, so folgt: 

T. Ergebnis. Durch fünf 
Gerade in der Ebene ist eine 
Kurve zweiter Klasse voll- 
ständig bestimmt. 

8^ Aufgabe, untersuche, wie- 
viele verschiedene Kurven 
zweiter Klasse fünf Gerade 
a, 6, c, dy ßj berühren können. 

Nach E. 7' kann man sicher eine 
solche Kurve legen, indem man z. B. 
c und d zu Trägern projektiver 
Punktreihen macht: alle anderen 
Tangenten schneiden dann anf c 
und d Punktreihen aus, deren Pro- 
jektivität durch A^A^, ^iB^y ^1-^2 
festgelegt ist. Die Tangenten einer 
zweiten, ebenfalls a, h, c, dj e be- 
rührenden Kurve müßten nach E. 5' 
auf c und d auch projektive Punkt- 
reihen A^A^y B^ B^y CjCg . . . aus- 
schneiden. Da die erzeugenden Punkt- 
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büschel der ersten Kurve mit den 
Büscheln der zweiten Kurve drei 
Paare entsprechender Strahlen ge- 
mein haben, müssen sie nach § 8, 
E. 7 notwendig zusammenfallen^ d. h. 
es gibt nur eine Kurve. 

9. Ergebnis, a) Durch fünf 
beliebige Punkte in der Ebene 
geht stets eine und nur eine 
Kurve zweiter Ordnung. 

b)HabenzweiKurven zweiter 
Ordnung fünf. Punkte gemein- 
sam, so fallen sie zusammen. 

10. Aufgabe. Gegeben sind 
fünf Punkte 1, 2, 3, 4, 5 einer 
Kurve zweiter Ordnung. Es 
sollen beliebig viele Punkte 
der Kurve unter Anwendung 
des Pascalschen Satzes er- 
mittelt werden (Fig. 62). 



Durch einen der fünf Punkte, z. B. 
durch 5, wählt man eine beliebige 
Gerade g, betrachtet sie als Sechs- 
ecksseite und sucht auf ihr dier 
sechste Ecke 6. Die Schnittpunkte 



von: 



12 
45 



23 

56 



bestimmen dann die Pascal sehe 
Gerade. Durch die Pascalsche 
Gerade und die Seite 34 ist der 



reihen der ersten Kurve mit den 
Punktreihen der zweiten Kurve drei 
Paare entsprechender Punkte ge- 
mein haben, müssen sie nach § 8, 
E. 7 notwendig zusammenfallen, d. h. 
es gibt nur eine Kurve. 

9'. Ergebnis. a) Fünf be- 
liebige Gerade in der Ebene 
bestimmen stets eine und nur 
eine Kurve zweiter Klasse. 

b) Haben zwei Kurven zweiter 
Klasse fünf Tangenten gemein- 
sam, so fallen sie zusammen. 

10\ Aufgabe. Gegeben sind 
fünf Tangenten I,II,III,IV,V einer 
Kurve zweiter Klasse. Es 
sollen beliebig viele Tangenten 
der Kurve unter Anwendung 
des Brianchonschen Satzes er- 
mittelt werden (Fig. 69). 





Fig. 69. 

Auf einer der fünf Geraden, z. B. 
auf V, wählt man einen beliebigen 
Punkt 6r, betrachtet ihn als Sechs- 
seitsecke und sucht die durch ihn 
gehende sechste Seite VI. Die 
Verbindungsgeraden von : 

III ; II III 

ivvj VVI 

bestimmendanndenBrianchonschen 
Punkt. Durch den Brianchonschen 
Punkt und die Ecke III IV ist die 
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Schnittpunkt S festgelegt. Nach 
dem Pascalschen Satz liefert dann 
die Verbindungsgerade 1 S die 
Ecke 6. 

Läßt man die beliebig gewählte 
Gerade g um 5 sich drehen, so 
schneidet in allen Lagen die wan- 
dernde Verbindungsgerade S 1 auf g 
den sechsten Kurvenpunkt aus. Ver- 
folgt man diese Bewegung zeich- 
nerisch, so sind in dem Augenblick, 
wo g wieder in die ursprüngliche 
Lage zurückgekehrt ist, sämtliche 
Kurvenpunkte ausgeschnitten. 

Nach Aufgabe 2 bleibt der 
Pascalsche Satz richtig für alle 
Sechsecke, welche entstehen, wenn 
man irgend eine Ecke, z. B. 2, auf 
der Kurve wandern läßt. Dabei 
muß einmal der Fall eintreten, daß 
die Ecke 2 unendlich nahe an eine 
andere Ecke, z. B. an 1, heranrückt; 
dann ist die Verbindungsgerade 1 2 
zur Tangente, das ursprüngliche 
Sechseck aber zum Fünfeck ge- 
worden. 

Irgend ein Fünfeck kann also 
aufgefaßt werden als ein Sechseck, 
in dem zwei Ecken in eine einzige 
zusammengefallen sind; an die Stelle 
der Seite, welche die zwei zusammen- 
fallenden Ecken verbindet, tritt dann 
die Tangente (Fig. 63). 



2^- 



Verbindungsgerade s festgelegt. Nach 
dem Brianchonschen Satz liefert 
dann der Schnittpunkt (Is) mit G 
verbunden die sechste Tangente VI. 

Läßt man den beliebig gewählten 
Punkt G auf V fortwandem, so 
bestimmt in allen Lagen der wan- 
dernde Schnittpunkt (sT) die zu- 
gehörige sechste Tangente. Ver- 
folgt man diese Bewegung zeich- 
nerisch, so sind in dem Augenblick, 
wo G wieder in die ursprüngliche 
Lage zurückgekehrt ist, sämtliche 
Berührungsgeraden durchlaufen. 

Nach Aufgabe 2' bleibt der 
Brianchon sehe Satz richtig für alle 
Sechsseite, welche entstehen, wenn 
man irgend eine Seite, z. B. II, die 
Kurve entlang gleiten läßt. Dabei 
muß einmal der Fall eintreten, daß 
die Seite II unendlich nahe an eine 
andere Seite, z. B. an I, heranrückt; 
dann ist der Schnittpunkt (1 11) zum 
Berührungspunkt, das ursprüngliche 
Sechsseit aber zum Fünfseit ge- 
worden. 

Irgend ein Fünfseit kann also 
aufgefaßt werden als ein Sechsseit, 
in dem zwei Seiten in eine einzige 
zusammenfallen; an die Stelle des Eck- 
punktes, in welchem die zwei zusam- 
menfallenden Tangenten sich schnei- 
den, tritt dann der Berührungspunkt 
(Fig. 70). 





Fig. 63. 



Fig. 70. 
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11. Ergebnis. Im Kurven- 
fünfeck liegen die Schnitt- 
punkte von zwei Paar nicht 
aufeinander folgender Seiten 
und derjenige Punkt auf 
einer Geraden, in welchem 
die fünfte Seite die gegen- 
überliegende Tangente schnei- 
det. 

13. Aufgabe. Gregeben sind 
fünf Punkte einer Kurve 
zweiter Ordnung; es soll die 
Tangente in einem derselben 
nur mit Hilfe des Lineals ge- 
zeichnet werden. 

Bezeichnet man den Punkt, in 
welchem die Tangente konstruiert 
werden soll, mit 1, 2, die vier an- 
deren Punkte mit 3, 4, 5, 6, so legen 
die Schnittpunkte von: 



23 
56 



\ind 



34 
61 



die Pascalsche Gerade fest; auf 
dieser schneidet die Verbindungs- 
gerade 45 einen Punkt aus, der, 
mit 1 verbunden, die Tangente im 
Punkte 1, 2 liefert. 

13. Aufgabe. Gegeben sind 
fünf Kurvenpunkte; zeichne mit 
Hilfe des Lineals die Tangenten 
in diesen Punkten. 

OflFenbar hat der Pascalsche 
Satz auch dann noch Gültigkeit, 
wenn zwei Eckpunkte so lange 
wandern, bis sie mit zwei anderen 
Ecken zusammenfallen. Dann ist 
aus dem Sechseck ein Viereck ge- 
worden; an die Stelle von zwei 
Seiten treten jetzt die zwei Tan- 
genten in den zusammenfallenden 
Ecken. 



11'. Ergebnis. Im Kurven- 
fünfseit schneiden sich die Ver- 
bindungsgeraden von zwei 
Paar nicht aufeinander fol- 
gender Ecken mit derjenigen 
Geraden in einemPunkt, welche 
die fünfte Ecke mit dem gegen- 
überliegenden Berührungs- 
punkt verbindet. 

12'. Aufgabe. Gegeben sind 
fünf Tangenten einer Kurve 
zweiter Klasse; es soll der Be- 
rührungspunkt auf einer der- 
selben nur mit Hilfe des Line- 
als gezeichnet werden. 

Bezeichnet man die Gerade, auf 
welcher der Berührungspui^t ge- 
sucht werden soll, mit I, H, die vier 
anderen Geraden mit HI, IV, V, VI, so 
legen die Verbindungsgeraden von: 



(H m) 

(VVI) 



und 



(iniv)i 

(VII) I 

den Brianchonschen Punkt fest; 
die Verbindungsgerade des Brian- 
chonschen Punktes mit dem Schnitt- 
punkt (IV V) schneidet auf der Tan- 
gente I, n den gesuchten Berührungs- 
punkt aus. 

13'. Aufgabe. Gegeben sind 
fünf Kurventangenten; zeichne 
mit Hilfe des Lineals die Be- 
rührungspunkte. 

OflFenbar hat der Brian c ho nsche 
Satz auch dann noch Gültigkeit, 
wenn zwei Seiten so lange wandern, 
bis sie mit zwei anderen Seiten 
zusammenfallen. Dann ist aus 
dem Sechsseit ein Vierseit ge- 
worden; an die Stelle von zwei 
Ecken treten jetzt die zwei Be- 
rührungspunkte in den zusammen- 
fallenden Tangenten. 
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14. Aufgabe. Zeichne die 
Pascalsche Gerade für den Fall, 
daß die zusammenfallenden 
Punkte 1, 2 und 5,4 

a) benachbarte, 

b) gegenüberliegende Ecken 
werden (Fig. 64). 




14'. Aufgabe. Zeichne den 
Brianchonschen Punkt für den 
Fall^ daß die zusammenfallen- 
den Tangenten I, II und IV, V 

a) benachbarte, 

b) gegenüberliegende Seiten 
werden (Fig. 71). 




Fig. 64. 



Fig. 71. 



15. Ergebnis. (Mac Laurin.) 
Im Kurvenviereck schneiden 
sich je zwei Gegenseiten und 
die Tangenten je zweier gegen- 
überliegender Ecken in Punkten 
ein und derselben Geraden. 

16. Aufgabe. Gegeben sind 
vier Punkte einer Kurve zweiter 
Ordnung und die Tangente in 
einem derselben. Es sollen be- 
liebig viele andere Punkte der 
Kurve ermittelt werden (Fig. 63). 

Die Konstruktion erfolgt in der 
Weise wie in Aufg. 10, indem man 
durch einen gegebenen Punkt, z. B. 
durch 5, eine beliebige Gerade g 
zieht und den sechsten Schnittpunkt 
6 sucht. Beim Wandern von g um 



16'. Ergebnis. Im Kurven- 
vierseit gehen die Verbindungs- 
geraden von je zwei Gegen- 
ecken und die Verbindungs- 
geraden der Berührungspunkte 
je zweier gegenüberliegender 
Seiten durch einen Punkt. 

16'. Aufgabe. Gegeben sind 
vier Tangenten einer Kurve 
zweiter Klasse und der Be- 
rührungspunkt auf einer der- 
selben. Es sollen beliebig 
viele andere Tangenten er- 
mittelt werden (Fig. 70). 

Die Konstruktion erfolgt in der 
Weise wie in Aufg. 10', indem man 
auf einer gegebenen Geraden, z. B. 
auf V, einen beliebigen Punkt G 
wählt und die sechste Verbindungs- 
gerade VI sucht. Beim Wandern von 
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5 erhält man wieder sämtliche 
Kurvenpunkte. 

Läßt man endlich im Kurven- 
sechseck drei Eckpunkte wandern, 
bis sie mit den drei anderen zu- 
sammenfallen^ so ist aus dem Sechs- 
eck ein Dreieck geworden. 



G auf V erhält man wieder sämt- 
liche Kurventangenten. 

Läßt man endlich im Kurven- 
sechsseit drei Seiten wandern, bis 
sie mit den drei anderen zusammen- 
fallen, so ist aus dem Sechsseit ein 
Dreiseit geworden. 




Fig. 65. 



Wie Fig. 65 zeigt, liefert das 
Zeichnen der Pascalschen Geraden 
folgendes: 



Wie Fig. 72 zeigt, liefert das 
Zeichnen des Brian chonschen 
Punktes folgendes: 




Fig. 72. 



n. Ergebais. Im Kurven- 
dreieck werden die Seiten von 
den Tangenten der Gegenecken 
in Punkten geschnitten, die auf 
einer Geraden liegen. 

18. Aufgabe. Gegeben sind 
drei Kurvenpunkte und die Tan- 
genten in zweien derselben; 
zeichne: a) die Tangente im 
dritten Punkt; b) beliebig viele 
Tveitere Kurvenpunkte. 

Da es in den Aufgaben 10, 16 
und 18 stets möglich ist, mit Hilfe 



17'. Ergebnis. Im Kurven- 
dreiseit gehen die Verbindungs- 
linien derEcken mit den Berüh- 
rungspunkten der gegenüber- 
liegenden Seiten durch einen 
Punkt. 

18*. Aufgabe. Gegeben sind 
drei Tangenten und die Be- 
rührungspunkte in zweien der- 
selben; zeichne: a) den Be- 
rührungspunkt der dritten Tan- 
gente; b) beliebig viele weitere 
Tangenten. 

Da es in den Aufgaben 10', 16' 
und 18' stets möglich ist, mit Hilfe 
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des Pascal sehen Satzes eine 
Kurve zweiter Ordnung zu zeichnen, 
sobald man fünf Bestimmungsstücke 
kennt, gilt das zusammenfassende 
19, Ergebnis. Eine Kurve 
zweiter Ordnung ist bestimmt, 
wenn man kennt: 

1. fünf Kurvenpunkte, 

2. vier Punkte und 
Tangente in einem 
ihnen, 

3. drei Punkte und 



die 
von 



m 



zweien 
genten. 



derselben die Tan- 



des Brianchonschen Satzes eine 
Kurve zweiter Klasse zu zeichnen, 
sobald man fünf Bestimmungsstücke 
kennt, gilt das zusammenfassende 
19', Ergebnis. Eine Kurve 
zweiter Klasse ist bestimmt, 
wenn man kennt: 

1. fünf Tangenten, 

2. vier Tangenten und den 
Berührungspunkt auf einer 
von ihnen, 

3. drei Tangenten und auf 
zweien derselben die Be- 
rührungspunkte. 



§ 13. 

Zusammenhang der Kurven zweiter Ordnung, der Kurven 

zweiter Klasse und der Kegelschnitte. 

Mit Hilfe des Kurvenvierecks- bzw. Kurvenvierseitssatzes ist es 
möglich, ebenso wichtige als überraschende Zusammenhänge zwischen 
Kurven zweiter Ordnung, Kurven zweiter Klasse und den Kegelschnitten 
zu finden. 

1. Aufgabe. Es ist zu untersuchen, von welcher Klasse eine 
Kurve zweiter Ordnung ist. 

Zu diesem Zwecke zeichnet man zunächst in die gegebene Kurve 
zweiter Ordnung (Fig. 73) ein vollständiges Viereck AB CD mit 
seinen Nebenecken N^, N^^ N^. Greift man nun heraus: 




Fig. 78. 
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a) Das Viereck ÄBDG, so muß nach § 12, E. 15 die Nebenecklinie 
N^N2 durch die Schnittpunkte und Q der Tangenten je zweier gegen- 
überliegender Ecken gehen, 

b) Das Viereck ÄCBD, so muß ebenfalls nach § 12, E. 15 die 

Nebenecklinie N^N^ durch die Schnittpunkte B und P der Tangenten 
je zweier gegenüberliegender Ecken gehen. 

Faßt man abcd als Vierseit auf, so sagen die obigen Sätze mit 
anderen Worten: 

a) Die Diagonale QO geht durch N^ (und N^). 

b) Die Diagonale BP geht durch N^ (und iVg). 

Läßt man Ä auf der Kurve weiter nach Ä' wandern und hält die 
Punkte BGB und ihre Tangenten hcd fest, so schneidet: 

Ä C auf der festen Geraden BD : N^', 
AB ,j „ „ „ CD : N^ , 

A'D „ „ „ „ BC.N,' 

aus; aber auch in diesem neuen Viereck AB CD müssen die Punkte 
N^'QN^'O' und die Punkte N^'BN^P' auf einer Geraden- liegen (§ 12, 
E. 15). Auf das zugehörige Vierseit ahcd übertragen, heißt das wieder 
nichts anderes als: 

a) Die Diagonale QO' geht durch ^3' (^^^ -^lO- 

b) Die Diagonale BP' geht durch N^' (und JV3'). 

Wandert also der Punkt A mit seiner Tangente a der Kurve entlang, 
so schneiden sich die beiden Diagonalen QO und BP des jeweiligen Vier- 
seits ahcd immer in einem beweglichen Punkt ^2 ^^^ festen Geraden BD. 
QO und BP beschreiben also um die festen Punkte Q und B zwei Per- 
spektive Strahlenbüschel. Die von P und durchlaufenen Punktreihen 
6 und d sind nun aber nichts anderes als Schnitte dieser Perspektiven 
Strahlenbüschel, also projektiv. Die Gerade a selbst spielt auf der 
ganzen Wanderung die Rolle der Verbindungslinie entsprechender Punkte 
dieser projektiven Punktreihen. Die durch projektive Strahlenbüschel 
erzeugte Kurve ist somit dargestellt als ein Erzeugnis projektiver Punkt- 
reihen und ist daher zugleich eine Kurve zweiter Klasse. Mag man also 
von projektiven Strahlenbüscheln oder von projektiveii Punktreihen aus- 
gehen, die erhaltene Kurve ist immer die gleiche, nur das eine Mal punkt- 
weise, das andere Mal tangentenweise hervoi^ebracht. 

2. Ergebnis« Die Kurve zweiter Ordnung ist von der zweiten 
Klasse. 

3. Aufgabe. Die duale Untersuchung soll zeigen, von der 
wievielten Ordnung eine Kurve zweiter Klasse ist. 

4. Ergebnis. Die Kurve] zweiter Klasse ist von der zweiten 
Ordnung. 
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§13. Zusammenhang der Eruren zweiter Ordnung usw. 



Da also Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse einerlei Kurven 
sind, ist 



nach § 12, E. 19' eine Kurve zweiter 
Ordnung auch bestimmt, wenn man 
kennt: 

1. fünf Tangenten, 

2. vier Tangenten und den Be- 
rührungspunkt auf einer von ihnen, 

3. drei Tangenten und auf zweien 
derselben die Berührungspunkte. 

5. Aufgabe. Was für und 



nach § 12, E. 19 eine Kurve zweiter 
Klasse auch bestimmt, wenn man 
kennt : 

1. fünf Kurvönpunkte, 

2. vier Punkte und die Tangente 
in einem von ihnen, 

3. drei Punkte und in zweien 
derselben die Tangenten. 

wie viele Stücke müssen zwei 



Kurven zweiter Ordnung (bzw. zwei Kurven zweiter Klasse) 
gemein haben, damit sie zusammenfallen? 

Daß alle Kegelschnitte Kurven zweiter Ordnimg sind, hat schon § 10, 
E. 3 gezeigt. 

Unter Berücksichtigung von § 13, E. 2 folgt sofort: 

6. Ergebnis. Alle Kegelschnitte sind Kurven zweiter Klasse. 

7. Aufgabe. Schließlich ist noch zu untersuchen, ob es 
außer den Kegelschnitten noch andere Kurven zweiter Ordnung 
gibt (Fig. 74). 

Um diese Frage zu entscheiden, zeichnen wir in der Ebene E^ eine 
ganz beliebige Kurve K^ zweijier Ordnung und in der Ebene E^y welche 

E^ in der Tangente t des Kurven- 
punktes T schneidet, einen Kreis 
Zj, der K^ in T berührt. 
Zieht man von drei weiteren 
Punkten Z7, F, W der Geraden 
t aus drei weitere Tangenten 
Wi, v^y w^ an Ky^ und in der 
anderen Ebene Mg, v^, w^ an K^^ 
so schneiden sich die Ebenen 




WjWg, v^v^j w^w^ in einem Punkt 
S. Wird nun aus diesem Punkt 
S der Kreis K^ auf E^ pro- 
jiziert, so ist die Projektion 
nach § 10, E. 8 ein Kegel- 
Pi«. 74. schnitt Äg. Da K^ eine Kurve 

zweiter Ordnung (§ 10, E. 2) 

ist, welche mit K^ vier Tangenten w^, v^, w^, t und den Berührungspunkt 

T von t gemeinsam hat, fallen K^ und K^ zusammen. 

Von welcher Kurve zweiter Ordnung K^ man also auch ausgehen 

mag, immer fällt sie mit einem Kegelschnitt zusammen. 



§ 14. Pol und Polare 
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8. Ergebnis. Jede Kurve zweiter Ordnung und zweiter 
Klasse ist ein Kegelschnitt; außer den Kegelschnitten gibt es 
also keine Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse. 

Die Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse können somit kurz 
unter dem Namen ,,Kegelschnitte" zusammengefaßt werden. 



§1*. 

Pol und Polare. 



Es wurde schon früher (§ 5, 11 6) die Aufgabe gelöst, zu einem 
Punkt S den Ort aller vierten harmonischen Punkte bezüglich zweier 
Geraden in derselben Ebene zu bestimmen. In ähnlicher Weise vollzieht 
sich die Lösung folgender: 



!• Aufgabe. Von einem 
Punkt N^ aus sind an den 
Kegelschnitt K alle möglichen 
Sekantengezogen; es soll unter- 
sucht werden, auf was für einem 
geometrischen Gebilde alle 
vierten harmonischen Punkte 
zu N^ in Bezug auf die Kurven- 
schnittpunkte liegen (Fig. 75). 

Um zunächst zwei Punkte dieses 
geometrischen Gebildes zu be- 
kommen, zieht man von N^ aus 
zwei beliebige Sekanten S^H^ und 
H^S^y vervollständigt das Viereck 
H^H^H^H^, so daß N^N^N^ als 
Schnittpunkte der Gegenseiten Neben- 
ecken in diesem Viereck werden. 
Die Nebenecklinie n^ schneidet dann 
auf den Sekanten N^H^ und N^H^ 
Punkte Pj und F^ aus, welche nach 
§ 5 II, E. 4 zu iVi in Bezug auf die 
Kurvenpunkte H^^ H^ bzw. H^, H^ 
harmonisch liegen müssen. Ferner 
geht nach § 12, E. 15 die Gerade 
n^ durch den Schnittpunkt T der 
beiden Tangenten h^ und h^ (bzw. 
Äg und h^. 



l\ Aufgabe. Von einer Ge- 
raden n^ aus sind an den Kegel- 
schnitt K alle möglichen Tan- 
genten gezogen; es soll unter- 
sucht werden, durch was für ein 
geometrisches Gebilde alle 
vierten harmonischen Strahlen 
zu Wj in Bezug auf die Kurven- 
tangenten gehen (Fig. 78).« 

um zunächst ^wei Strahlen, 
welche durch dieses geometrische 
Gebilde gehen, zu bekommen, greift 
man zwei beliebige Punkte (h^ Äg) und 
(Ä2Ä4) auf n^ heraus, vervollständigt 
das Vierseit \h^\h^y so daß n^n^n^ 
als Verbindungsgeraden der Gegen- 
ecken Nebenseiten in diesem Vierseit 
werden. Die Nebenseitenecke N, 



1? 



verbunden mit den Punkten {nji^ 
und («1^2), legt die Geraden p^ und 
^2 fest, welche nach § 5 II, E. 5 zu 
Wj in Bezug auf die Tangenten A^, \ 
bzw. \, h^ harmonisch liegen müssen. 
Ferner liegt nach § 12, E. 16' der 
Punkt N^ auf der Verbindungsgeraden 
t der beiden Berührungspunkte H^ 
und JETg (bzw. H2 ^^^ ^4)- 



64 



§ 14. Pol und Polare. 



Wäre nun nichts verlangt als 
die Konstruktion der Geraden n^, 
so würden die beiden Punkte P^ 
und T (welche die eine Sekante 



Wäre nun nichts verlangt als 
die Konstruktion des Punktes N^y 
so würden die beiden Geraden p^ 
und t (welche der eine Punkt 



n. 



S ^. 





Fig. 75. 



Fig. 78. 



unmittelbar liefert) dazu schon ge- 
nügen; denn durch P^ und T ist n^ 
festgelegt. Hält man N^H^ fest 
und dreht N^H^ um N^, so müssen 
die entsprechenden Nebenecklinien 
der immer neu entstehenden Vier- 
ecke stets durch die festbleibenden 
Punkte Pi und^T gehen, d. h. sie 
fallen mit n^ zusammen. Die wan- 
dernde Sekante wird also von der 
festen Geraden n^ immer harmonisch 
geschnitten oder, anders ausgedrückt: 
alle zu N^ in Bezug auf die Kurven- 
schnittpunkte vierten harmonischen 
Punkte liegen auf der Nebeneck- 
linie n^. Alle vierten harmonischen 
Punkte liegen demnach auf einer 
Geraden; man nennt eine solche 
Gerade n^ die „Polare^' des Punktes 
iVj; umgekehrt ist N^ der „Pol" 
dieser Geraden. 

Ist die Sekante N^H^ auf ihrer 
Wanderung so weit gekommen, daß 
H^ mit dem Schnittpunkt S (von 
Wi und der Kurve) zusammenfällt, 



(Wi A3) unmittelbar liefert), dazu schon 
genügen; denn durch p^ und t ist N^ 
festgelegt. Hält man (^1^3) fest 
und läßt (nji^ n^ entlang gleiten, 
so müssen die entsprechenden Neben- 
seitenecken der immer neu ent- 
stehenden Vierseite stets im Schnitt- 
punkt der festen Geraden p^ und t 
liegen, d. h. sie fallen mit N^ zu- 
sammen. Der wandernde Punkt 
(WjÄj, mit^i verbunden, liefert immer 
den vierten harmonischen Strahl oder, 
anders ausgedrückt: alle zu n^ in 
Bezugauf die Kurventangenten vierten 
harmonischen Strahlen gehen durch 
die Nebenseitecke N^. Alle vierten 
harmonischen Strahlen gehen dem- 
nach durch einen Punkt; man nennt 
einen solchen Punkt N^ den „Pol" 
der Geraden w^; umgekehrt ist n^ 
die „Polare" dieses Punktes. 

Ist der- Punkt (w^ A4) auf seiner 
Wanderung so weit gekommen, daß 
h^ mit der Tangente s (von N^ 
an die Kurve) zusammenfällt, 



§ 14. Pol und Polare. 
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so muß auch der zugeordnete Punkt i so muß auch der zugeordnete Strahl 



H^ nach § 51, E. 3 mit S zu- 
sammenfallen. Aus der Sekante 
JSI-^H^ ist in diesem Falle eine Tan- 
gente geworden, deren Berührungs- 
punkt auf n^ liegt. 

2. Ergebnis. Auf der Polaren 
eines Punktes N^ liegen: 

1. Alle zu N^ bezüglich der 
Kurvenschnittpunkte harmo- 
nischen Punkte Pg, 

2. Die Schnittpunkte der 
Tangenten in den mitwandern- 
den Sekantenschnittpunktenfi'g 
und H^, 

3. Zwei Nebenecken* jedes 
Kurvenviferecks, dessen dritte 
Nebenecke N^ ist, 

4. Die Berührungspunkte 
der allenfalls von I^^ aus an die 
Kurve legbaren Tangenten. 



Ag nach § 5 III, A. 3 mit s zu- 
sammenfallen. Aus dem Punkt 
(WjÄj ist in diesem Falle ein Be- 
rührungspunkt geworden, dessen 
Tangente durch N-^ geht. 

2'. Ergebnis. Durch den Pol 
einer Geraden n^ gehen: 

1. Alle zu Wj bezüglich 
der Kurventangenten harmo- 
nischen Strahlen pg, 

2. Die Verbindungsgeraden 
der Berührungspunkte auf den 
mitwandernden Tangenten \ 
und h 



'4? 



3. Zwei Nebenseiten jedes 
Kurvenvierseits, dessen dritte 
Nebenseite n^ ist, 

4. Die Tangenten in den 
allenfalls von n^ auf der Kurve 
ausgeschnittenen Punkten. 



Aus der Konstruktion von Pol und Polare folgt ohne weiteres das 

3. Ergebnis. Wenn n^ die 3'. Ergebnis. Wenn N^ der 
Polare eines Punktes N^ ist, so Pol einer Geraden n-^ ist, so ist 
ist auch umgekehrt N^ der Pol auch umgekehrt n^ die Polare 
zu n^. zu N^, 

Pol und Polare sind also reziproke Begriffe. 

4. Aufgabe. Führe dieUnter- | 4'. Aufgabe. FühredieUnter- 
suchung 1 durch für den Fall, • suchung 1' durch für den Fall, 
daß N^ innerhalb des Kegel- 
schnittes liegt. 

5. Aufgabe. Es soll unter 
Berücksichtigung von E. 2 auf 
alle möglichen Arten die Po- 
lare gezeichnet werden zu einem 
Punkt, der a) außerhalb, b) inner- 
halb eines Kegelschnittes 
liegt. 



daß n^ außerhalb des Kegel- 
schnittes liegt. 

5'. Aufgabe. Es soll unter 
Berücksichtigung von E, 2' auf 
alle möglichen Arten der Pol 
gezeichnet werden zu einer Ge- 
raden, die a) außerhalb, b) zum 
Teil innerhalb eines Kegel- 
schnittes liegt. 



6. Aufgabe. Gegeben ist ein Kegelschnitt und ein Punkt P 
außerhalb desselben; es sollen mit Hilfe der Polaren die Tan- 
genten von P aus an den Kegelschnitt gelegt werden. 

Der dritte Satz von E. 2 ermöglicht noch 
eine Erweiterung. Nach diesem Satze ist die Polare des Punktes (Fig. 76): 



Volk, Elemente der neuereu Geometrie. 



o 
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§ 14. Pol und Polare. 




Fig. 76. 



N. 
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N^ bestimmt durch die Nebenecken N^^ N^ 

Im Dreieck N^N^N^ ist also jede Ecke der Pol ihrer Gegenseite, 
jede Seite die Polare ihrer Gegenecke. 

Ein solches Dreieck nennt man ein „Poldreieck''. 

Hält man nun N^ und damit auch seine Polare n^ fest, während N^ 
auf n^ entlang gleitet, so durchwandert JVg ebenfalls die Gerade w^; die 
Polare n^ aber als Verbindungsgerade des wandernden Punktes ^g mit 
dem festen Punkt N^ beschreibt einen Strahlenbüschel. 

7. Ergebnis. Durchläuft ein Punkt die Punktreihe %, so 
durchwandert seine Polare einen Strahlenbüschel, welcher den 
Pol von Wi zum Mittelpunkt hat. 

Bei dieser Wanderung beschreiben femer die Geraden: 

iVgfi"^ den Strahlenbüschel H^{N^N^ N^" . , .) mit dem festen Mittelpunkt jBg, 
H^ E^ „ „ fii {N^ N^ N^' . . .) mit dem festen Mittelpunkt H^ . 

Da H^, also der Schnittpunkt je zweier entsprechender Strahlen, den 
Kegelschnitt durchläuft, müssen die beiden Strahlenbüschel projektiv sein. 
Als Schnitte dieser projektiven Strahlenbüschel sind nun aber auch die 
Punktreihen N^N^N^' . . . und N^N^'N^' . . . projektiv. 

8. Hauptsatz der Polarentheorie. 



Durchwandert ein Punkt N^ 



2 



Beschreibt eine Gerade 



n, 



eine Punktreihe 



n 



19 



so 



be- 



schreibt seine Polare n^ einen 
Büschel, der zu der durch- 
laufenen Punktreihe projektiv 
ist 



2 



einen Strahlenbüschel um iV,, 
so durchwandert ihr Pol N, 



2 



eine Punktreihe, die zu dem 
durchlaufenen Strahlenbüschel 
projektiv ist. 



§15. Erweiterung der Polarenlehre usw. 
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9. Aufgabe. Suche die Polare 
eines Kurvenpunktes. 

In Fig. 77 sei die Polare p mit 
Hilfe der Tangenten ^^ und ^ ge- 
zeichnet. Läßt man P auf der Tan- 
gente t^ auf A zuwandern^ dann 
wandert auch t^. Gleichzeitig nähert 
sich die Berührungsgerade p — die 
Polare — immer mehr der festen 
Tangente t^ Ist P nach A gekommen, 
so fallt B mit Ay die Berührungs- 
sehne p aber mit t^ zusammen. 
10. Ergebnis. Die Polare 




Fig. 77. 



10'. Ergebnis. Der Pol einer 



eines Kurvenpunktes ist seine Tangente ist ihr Berührungs- 



Tangente. 



punkt. 



§ 16. 

Erweiterung der Polarenlehre durch Berücksiclitigung un- 
eigentlicher Elemente. Mittelpunkt und Durchmesser von 

Kegelschnitten. 

Dehnt man die Polarenlehre auch auf uneigentliche Elemente aus, 
so ergibt sich unmittelbar eine ganze Reihe wichtiger Sätze. 

1. Aufgabe. Zu der unendlich fernen Geraden n^o soll der 
Pol N gesucht werden (Fig. 79). 

Auch in diesem Falle findet man den Pol, indem man von zwei 
Punkten der Geraden n^ die Tangenten an den Kegelschnitt legt. Diese 
werden jetzt paarweise parallel; doch schneiden die 
Verbindungsgeraden der Berührungspunkte (§ 14, 
E 2', 2) sich immer noch in dem Pol N der Ge- 
raden w^. Läßt man nun um den Pol N eine 




Fig. 79. 



beliebige Sekante AB wandern, so ist N immer 

von dem Schnittpunkt N^ auf n« durch A und B 

harmonisch getrennt, d. h. der Pol N liegt nach 

§ 5 I, A. 4 stets in der Mitte der wandernden Sehne. 

Man nennt ihn daher „Mittelpunkt" der Kurve; alle durch ihn gehenden 

Sehnen aber heißen „Durchmesser". 

2. Ergebnis. Der Pol der unendlich fernen Geraden ist der 
Kur venmittelp unkt. 
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§15. Erweiterung der Folarenlehre usw. 



3. Aufgabe. Wo liegt der Mittelpunkt bei der Parabel? 

Da die Parabel mit der unendlich fernen Geraden einen Punkt 
gemein hat, ist n^ eine Tangente an die Parabel. Nach § 14, E. 10' 
muß daher der Berührungspunkt selbst der Pol der unendlich fernen 
Geraden sein. 

4. Ergebnis. Der Mittelpunkt der Parabel ist der unendlich 
ferne Punkt der Parabel. 

Da die Durchmesser der Parabel alle durch diesen unendlich fernen 
Punkt gehen müssen, sind sie einander parallel. 

5. Aufgabe. Der Mittelpunkt der Hyperbel ist zu suchen. 
Die Hyperbel hat zwei unendlich ferne Punkte; d. h. n^ schneidet 

die Kurve in zwei Punkten. Nach § 14, E. 2', 4 gehen die Tangenten in 
diesen unendlich fernen Schnittpunkten — die „Asymp toten'' — durch 
den Pol der Geraden n^. 

6. Ergebnis. Der Mittelpunkt der Hyperbel liegt im Schnitt- 
punkt der Asymptoten. 

7. Aufgabe. Gegeben ist eine Ellipse; zeichne ihren Mittel- 
punkt. 

8. Aufgabe. Zu einem unendlich fernen Punkt N^ die Polare 
zu suchen (Fig. 80). 

Von JV«, aus zieht man zwei Tangenten 

tj t^ an den Kegelschnitt. Die Beiührun^s- 

. sehne n dieser parallelen Tangenten ist dann 

-^Polare des unendlich fernen Punktes. Zieht 

man zu t, t^ parallele Sehnen, so haben diese 

zwei Eigenschaften: 

a) Sie gehen alle durch den Pol N^ von n. 

Da man zwei Gerade, von denen die eine 

durch den Pol der anderen geht, „konjugiert'^ 

heißt, kann man auch kurz sagen: Die parallelen Sehnen sind alle zu n 

konjugiert. 

b) Ihre Halbieningspunkte müssen, da sie die zu N^ vierten har- 
monischen Punkte sind, auf der Polaren liegen. 

9. Ergebnis. Die Polare eines unendlich fernen Punktes 
halbiert alle ihr konjugierten Sehnen. 

Bewegt sich der unendlich ferne Punkt auf der unendlich fernen 
Geraden fort, so drehen sich seine Polaren nach § 14, E. 7 um einen 
Punkt, den Pol dieser Geraden. Da der Pol nichts anderes ist als der 
Mittelpunkt, so gehen demnach alle Polaren der Punkte einer unendlich 
fernen Geraden durch den Kurven mittelpunkt, d. h. sie sind Durchmesser. 

10. Ergebnis. Die Polare jedes unendlich fernen Punktes ist 
ein Durchmesser; ' dieser halbiert alle ihm konjugierten 
Sehnen. 




Fig. 80. 



§16. Erweiterung der Polarenlehre usw. 
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Zieht man von N^ aus eine beliebige Sekante TgT^ an die Kurve, 
so geht die Polare von N^ (Fig. 81): 

1. Durch den Sehnemnittelpunkt, 

2. „ „ Kurvenmittelpunkt (E. 10), 

3. „ „ Schnittpunkt der Tangenten in Tg, T^ (§ 14, E. 2, 2). 
11. Ergebnis. Sehnenmittelpunkt, Kurvenmittelpunkt und 

der Schnittpunkt der Tangeuten in den Endpunkten der Sehne 
liegen in einer Geraden. 





Flg. 81. 



Flg. 82. 



In dem besonderen Fall, wo die Sekante T^T^ (Fig. 82) durch den 
Kurvenmittelpunkt geht, muß also nach E. 11 die Polare T^T^ von N^ 
nicht nur durch Kurven- und Sehnenmittelpunkt hindurchgehen, sondern 
auch durch den Schnittpunkt von t^ und ^4, d. h. mit anderen Worten: 
Der Durchmesser T^T^ muß durch den Pol Q^ von T^T^ gehen. Um- 
gekehrt muß aus demselben Grunde der Durchmesser T^T^ durch den 
Schnittpunkt von t^t^, also den Pol N^ von T^Tg gehen. Zwei Durch- 
messer, von denen der eine durch den Pol des anderen geht, heißen „kon- 
jugierte" Durchmesser. 

12. Ergebnis. Je zwei konjugierte Durchmesser bilden mit 
der unendlich fernen Geraden ein Poldreieck. 

Zieht man zu einem der konjugierten Durchmesser, z. B. zu T^T^f 
eine parallele Sekante ÄB^ so geht diese ebenfalls durch den Pol Q^ des 
anderen Durchmessers. Da der Mittelpunkt der Sehne AB harmonisch 
liegt zu Q^ bezüglich Ä und B, muß der Sehnenmittelpunkt auf dem 
Durchmesser T^T^^ liegen. 

13. Ergebnis. Alle Sehnen, die zu dem einen von zwei kon- 
jugierten Durchmessern parallel laufen, werden von dem 
anderen halbiert. 

Ferner folgt sofort aus der Fig. 82 das 

14. Ergebnis. Die Tangenten in den Endpunkten eines 
Durchmessers sind parallel zum konjugierten Durchmesser. 
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§15. Erweiterung der Polarenlehre usw. 



Läßt man in der ursprünglichen Fig. 76 die Nebenecklinie n^ ins 
Unendliche wandern, so werden die Gegenseiten H^H^, -^8^4 ^i^d H^H^, 
S^H^ parallel; aus dem beliebigen Kurvenviereck ist ein der Kurve ein- 
beschriebenes Parallelogramm geworden. Immer noch müssen Hy^H^ und 
H^H^ sich im Pol der — jetzt unendlich fernen — Geraden n^ schneiden, 
d. h. sie müssen durch den Kurvenmittelpunkt gehen (Fig. 83). 

15, Ergebnis« Die Diagonalen eines eingeschriebenen 
Kurvenparallelogramms sind Durchmesser. 

Zieht man weiter durch den Mittelpunkt zwei Parallele r und s zu 
den Parallelogrammseiten, so werden nach planimetrischen Sätzen a und h 
von r, c und d von s halbiert. Jede der beiden Geraden s und r halbiert 
also die Sehnen, welche der anderen Geraden parallel sind; s und r 
können daher als konjugierte Durchmesser aufgefaßt werden. 





^ 



Fig. 88. 



16. Ergebnis. Zwei anstoßende Seiten eines Kurven- 
parallelogramms sind zwei konjugierten Durchmessern parallel. 

17. Ergebnis. Ist eine Seite eines Kurvendreiecks ein Durch- 
messer, so haben die bei den anderen Seiten konjugierte Richtungen. 

Nach E. 11 müssen auf r auch die Schnittpunkte der Tangenten in 
H^, H^ und j5^, H^, auf s aber die Schnittpunkte der Tangenten in fl^, H^ 
und fij, H^ liegen, s und r sind also Diagonalen des Kurvenvierseits 
W\h^. Da \ und h^ und ebenso \ und \ als Tangenten in den 
Endpunkten eines Durchmessers parallel sein müssen, ist Wh^h^ ein 
Parallelogramm . 

18. Ergebnis. Im umgeschriebenen Kurvenparallelogramm 
sind die Diagonalen zwei konjugierte Durchmesser. 

19. Aufgabe. Von einer Kurve sind gegeben: Zwei Paar 
konjugierte Durchmesser und ein Punkt; es sollen fünf weitere 
Kurvenpunkte gesucht werden. 

Durch den gegebenen Punkt P zieht man zunächst einen Durch- 
messer und wendet dann E. 16 zweimal an. 

20. Aufgabe. Von einer Kurve ist gegeben: Eine Tangente 
und zwei Paar konjugierte Durchmesser; zeichne sechs weitere 
Tangenten. 
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Ist die Kurve ein Kreis (Fig. 84), so ist das eingeschriebene Parallelo- 
gramm H^H^H^S^ ein Rechteck; die beiden konjugierten Geraden r und s 
aber, die ja zu je zwei Rechtecksseiten parallel sein müssen, stehen auf- 
einander senkrecht. Da dies für jedes beliebige eingeschriebene Rechteck 
gilt, folgt: 

21. Ergelmis. In einem Kreise stehen alle konjugierten 
Durchmesser senkrecht aufeinander. 

Nennt man zwei aufeinander senkrecht stehende konjugierte Durch- 
messer „Achsen^^, so heißt E. 21 mit anderen Worten: 

22. Ergebnis. Der Kreis hat unendlich viele Achsen. 

23. Aufgabe. Zeige, daß umgekehrt eine Kurve immer dann 
ein Kreis ist, wenn je zwei konjugierte Durchmesser aufeinander 
senkrecht stehen. 

Die Untersuchung läuft auf den Satz hinaus: Im Rechteck sind die 
Diagonalen einander gleich. 




Fig. 85. 




Fig. 86. 



24. Aufgabe. Die Achsen einer Ellipse oder Hyperbel sind 
zu bestimmen. 

Denkt man sich zunächst alle möglichen Parallelogramme über dem 
Durchmesser DD^ (Fig. 85 und Fig. 86) gezeichnet, so sind nach E. 16 
die zu zwei anstoßenden Seiten parallel gezogenen Durchmesser zwar 
konjugiert, aber nicht senkrecht zueinander. Um unter diesen die zu- 
einander senkrechten zu finden, schlagen wir über DD^ einen Hilfskreis. 
Zieht man noch in D und D^ die Kurventangenten, so werden diese in 
den Berührungspunkten D und Dj vom Kreise geschnitten. Der Teil des 
Halbkreises 1, der in unmittelbarer Nähe von D liegt, befindet sich also 
ganz sicher innerhalb der Kurve, während der Teil in der Nähe von D^ 
sicher außerhalb der Kurve liegt. Wandert also ein Punkt P von D 
auf der Kreisperipherie 1 , bis nach D^, so muß einmal der Fall ein- 
treten, daß er weder innerhalb, noch außerhalb, sondern auf der Kurv^ 
selbst liegt. Außer D und D^ hat jeder der Halbkreise 1 und 2 noch 
einen Schnittpunkt 8^ und 8^ und nach § 12, E. 9b nur noch einen 
Schnittpunkt gemein mit der Kurve, d. h. über DD^ liegt nach beiden 
Seiten hin ein imd nur ein Scheitel eines Rechten, der zugleich die 
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Eigenschaft hat, auch Kurvenpunkt zu sein. Die vier Schnittpunkte 
DS^Dj^S^ sind daher nichts anderes als die Eckpunkte eines eingeschriebenen 
Rechtecks. Unter allen konjugierten Durchmessern stehen also nur die- 
jenigen senkrecht aufeinander, welche parallel sind zu den gefundenen 
Rechtecksseiten. 

Läßt man DD^ rotieren, so ändert sich der Hilfskreis konzentrisch-, 
D^Sj und DSj aber wandern parallel zu sich selbst, liefern also keine 
weiteren Achsen mehr. 

25. Ergebnis. Sowohl die Ellipse als die Hyperbel hat ein 
Paar Achsen. ^ 

Mit Zuhilfenahme von E. 13 läßt sich eine Achse auch erklären als 
ein Durchmesser, der 1. die ihm konjugierten Sehnen halbiert und 2. senk- 
recht auf ihnen steht. 

26. Aufgabe. Bestimme hiernach die Achse der Parabel. 

Nach § 14, E. 2' werden zwei kon- 
jugierte Gerade durch die beiden Tangenten harmonisch getrennt, welche 
von ihrem Schnittpunkt aus an die Kurve legbar sind. Wendet man 
diesen Satz auf die Hyperbel an für die besonderen Fälle, daß man von 
allen konjugierten Geraden nur die konjugierten Durchmesser herausgreift, 
so sind die legbaren Tangenten nichts anderes als die Asymptoten. 

27. Ergebnis. Irgend zwei konjugierte Hyperbeldurchmesser 
werden durch die Asymptoten harmonisch getrennt. 

Schränkt man den Satz noch mehr ein, indem man von allen kon- 
jugierten Durchmessern nur die zueinander senkrechten nimmt, so müssen 
auch diese — die Achsen — von den Asymptoten harmonisch getrennt 
werden. Nach § G, E. 14 halbieren sie infolgedessen die Winkel zwischen 
den Asymptoten. 

28. Ergebnis. Die Asymptotenwinkel werden von den Achsen 
halbiert. 

Das Ergebnis 27 läßt in seiner Allgemeinheit noch einige wichtige 
Folgerungen zu. An unserer Fig. 87 liegen nach E. 27 d^t^d^t^ 

harmonisch. Jede zum Durchmesser d^ 
parallel gezogene Gerade g^ muß daher von 
dem zugeordneten Strahl rf^' halbiert werden. 
Läßt man g^ parallel zu sich wandern, so 
^/' wird es in einem bestimmten Augenblick nach 
E. 14 mit der Tangente g in dem einen End- 
punkt des Durchmessers zusammenfielen. 
Auch in diesem Falle muß der Mittelpunkt 
von g^ auf rf/ liegen. Mittelpunkt und Be- 
rührungspunkt faUen also auf d^' zusammen. 
Dies gilt immer, wie auch d^' rotieren 

Fig. ST. niag- 
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29. Ergebnis« Zieht man zwischen den Asymptoten alle 
möglichen Tangenten an die Hyperbel, so werden die Tangenten- 
abschnitte im jeweiligen Berührungspunkt halbiert. 

Wandert g^ noch weiter, z. B. bis g^, so wird die Kurve in zwei 
Punkten geschnitten. Auf d^ liegen jetzt: 

1. Der Mittelpunkt des Sekantenstücks zwischen den Asymptoten, 

2. Nach E. 13 der Mittelpunkt des Sehnenstücks. 
Durch geeignete Subtraktion folgt ohne weiteres das 

30. Ergebnis. Zieht man durch eine Hyperbel feine beliebige 
Sekante, so sind die beiden Abschnitte zwischen Kurve und 
Asymptoten einander gleich. 

31. Aufgabe. Gegeben sind von einer Hyperbel die Asymp- 
toten und ein Punkt; es soll die Hyperbel mit Hilfe von E. 30 
gezeichnet werden. 



§ 16. 

Zusammenhang der projektiven Eegelschnittsbehandlnng mit 

der analytischen. 



Die Brücke zu schlagen von der projektiven zur analytischen Be- 
handlungsweise der Kegelschnitte^), ist nach den Untersuchungen über 
konjugierte Durchmesser nicht schwer. 

Aufgabe. Die Kegelschnitte sollen durch Parallelkoordi- 
naten auf konjugierte Durchmesser bezogen werden, d. h. es 
sind die Kegelschnittsgleichungen aufzustellen. 

1. Ellipse (Fig. 88). Für den 
Fall der Ellipse schneiden die be- 
liebigen konjugierten Durchmesser MX. 
und MY die Kurve in zwei Punkten. 
Alle Kurvenpunkte liegen innerhalb der 
zwei festen Tangenten t und t^. Wie also 
auch die bewegliche Tangente AA^ die 
Kurve entlang gleitet, immer wird sie — 
da die abgeschnittenen Tangentenstücke 
TA und T^A^ gleichgerichtet sind — MX 
außerhalb der Strecke TT^, d. h. außer- 
halb der Kurve schneiden. Nimmt man b 
noch eine beliebige feste Tangente BB^ 

Fig. 88. 




1) Dieser § setzt die analytische Eegelschnittsbehandlung als bekannt voraus. 
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hinzu, 80 entsteht das Kurvenvierseit AA^B^B, in welchem nach dem 
Brianchonschen Satz die Verbindungsgeraden AB^, BA^ und TT^ durch 
einen Punkt >S gehen müssen. Nach dem Proportionalitätslehrsatz ver- 
hält sich nun: 

TA _ (ST\ ^ TB 

folglich: 

TA'T^A^^TBT^B^. 

Auf der ganzen Wanderung von AA^ ist also immer das 
Produkt der Abschnitte TA • T^A^ konstant, nämlich gleich 
TB' T^B^ (Satz von Apollonius). 

In dem besonderen Fall, wo AA^ parallel wird zu MX, sind die 
Abschnitte einander gleich und zwar gleich dem Abschnitt h auf MY. 
TB'T^B^ hat also für diesmal und damit für alle anderen Fälle den 
konstanten Wert + ^*- 

Faßt man nun die drei Tangenten t, AA^, t^ als Kurvendreiseit auf, 
dessen Ecken A, A^ und der unendlich ferne Punkt auf Y sind, so muß 
auch für dieses Dreiseit der Brianchonsche Satz gelten, d. h. die Ver- 
bindungslinien dieser Ecken mit den Berührungspunkten gegenüberliegender 
Seiten müssen durch einen Punkt gehen. Demnach schneiden sich TA^^ 
7\A und PY^ in einem Punkt H. Bezeichnet man das Stück PF auf 
PYa^ als veränderliche Ordinate mit y, so folgt aus den Proportionen: 

J^S _ FT, ^ HÄ^ _ HP 
TA" TT^'^ TA, ~ TA' 

daß FH = HP = 2 == 2 ist. Multipliziert man noch die beiden 
Gleichungen: 



und 



so folgt: 





FH 


FT, 






TA 


TT^ 






FH 


TF 






T,A, 


TT^' 




FH* 


FT^'T- 


F 


TA- 


T,A, 


TT,* 





Setzt man zur Abkürzung ein: 

FH^l; TAT,A,^ + b^ 
J/jF= .r; TJi = 2 TM = 2a 

so enfibt sich: 
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y 



a' 



X' 



4 a' 



^ = 1- 



^ 
ä' 



«2 



r2 



T "TT — ^ • 
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Wie also auch die Tangente AA^ die Kurve entlang gleitet, immer 
besteht zwischen den veränderlichen Koordinaten x und y des mit- 
wandemden Punktes P diese metrische Beziehung. 

2. Hyperbel (Fig. 89). Bei der Hyperbel 
schneidet von den beliebigen konjugierten 
Durchmessern Jf Xund MY jmr einer die Kurve 
in zwei Punkten. Alle Kurvenpunkte liegen 
außerhalb der festen Tangenten t und t^. Wie 
also auch die bewegliche Tangente AA^ die 
Kurve entlang gleitet, immer wird sie — da 
die abgeschnittenen Tangentenstücke TA und 
T^A^ auf verschiedenen Seiten von TT^ 
liegen — MX innerhalb der Strecke TTj, 
d. h. innerhalb der Kurve schneiden. 

Nimmt man noch eine beliebige feste 
Tangente BB^ hinzu, so entsteht das Kurven- 
vierseit AA^B^B, in welchem nach dem 
Brianchonschen Satz die Verbindungsgeraden 
AB^, BA^ und TT^ durch einen Punkt S gehen müssen. 

Nach dem Proportionalsatz verhält sich nun: 




Fig. 89. 



TA 



ST 



TB 



folglich : 



T^B^ ST^ T^A^^ 

TA'T^A^==^TBT^B^ 



Auf der ganzen Wanderung von AA^ ist also immer das Produkt 
der Abschnitte TA • T^A^ konstant, nämlich gleich T^B^^ • TB. In dem 
besonderen Fall, wo AA^ durch den Mittelpunkt M von TT^ geht, ver- 
hält sich: 

AT MT 



folglich: 



A,T^ MT^'> 
AT=A^T^, 



Geht also AA^ durch M^ d. h. wird sie Asymptote, so schneidet sie 
auf t und t^ die gleichen, aber in Bezug auf MX entgegengesetzt ge- 
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richteten Stücke +6 und —b ab. Das konstante Produkt T^B^-TB 
hat also diesmal und damit für alle anderen Fälle den Wert — 6^. 

Faßt man nun die drei Tangenten t, ÄÄ^y t^ als Kurvendreiseit auf, 
dessen Ecken A, A^ und Y^ sind, so muß für dieses Dreiseit der 
Brianchonsche Satz wieder gelten, d. h. die Verbindungslinien dieser 
Ecken mit den Berührungspunkten gegenüberliegender Seiten müssen 
durch einen Punkt gehen. Demnach schneiden sich T A^, T^A und FY^^ 
in einem Punkt H. Bezeichnet man wieder PF auf PY^ mit y, so 
erhalt man genau wie bei der Ellipse: 



FH^ 



FT^ . TF 









TA'T^A^ TT,^ 


Setzt man jetzt 


ein 


für: 


TA'T^A^- y 
TF-a -x, 


so erhält man: 












» 


y* a* — x^ 




4&* 4a« 








b' a« 








a;2 y2 

a2 &2 — A • 



Die Koordinaten x und y des wandernden Punktes P hangen also 
für jede Lage von P durch diese Gleichung miteinander zusammen. 

8. Para1i)eL Für den Fall 
der Parabel tritt an Stelle des 
konjugierten Durchmessers die 
Tangente, welche im Endpunkt 
des einen Durchmessers OX^ 
errichtet ist. Um die Kurve nun 
auf OX^ und OY^ zu beziehen, 
greift man zunächst zwei be- 
liebige Kurvenpunkte P^ und P^ 
(Fig. 90) mit den Koordinaten 
x^y^ und X2y2 heraus. Die Kurven- 
punkte 0, Pi, Pg, Xqo können 
nun offenbar aufgefaßt werden 
als Schnittpunkte projektiver 
Strahlenbüschel. Wählt man 




Fig. 90. 



die Punkte und X«, als Büschelmittelpunkte, so ist: 

X^{OP,P,X^) A 0(OP,P,X^), 
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Die Tangente t = OT^ schneidet den Parallelstralilenbüscliel in den 
Punkten ORSY^j während der Durchmesser d=SP^ den Büschel in 
den entsprechenden Punkten SÜF^X^ schneidet. Als Schnittpunkte 
projektiver Strahlenbüschel müssen die Punktreihen: 

t{ORSY^) und d(SUP^X^) 

ebenfalls projektiv sein. Da X«, der einen Punktreihe, Y^ der anderen 
Punktreihe entspricht, muß für diese „ähnlichen" Punktreihen (§ 7, E. 19, 
Zusatz) gelten: 
/n OB_SÜ 

^^'> OS SP^ ' 

Nach dem Proportionalsatz verhält sich andererseits: 

, OB _ BP, 

W OS "SU' 

Multipliziert man (1) und (2): 

OE^ BP, 

OS* ~ SP^ 
und setzt für P^ und Pg die Koordinaten ein, so erhält man: 

Durchläuft der Punkt Pg die Parabel, während P^ festbleibt, so hat 

- - stets einen konstanten Wert 2j); x^ und ^3 dagegen ändern ihre Werte 

fortwährend, aber so, daß stets iP« mit dem konstanten Wert ^^ = 2p 

multipliziert, das Quadrat der Ordinate 2/2 ergibt. 

Bezeichnen wir noch die Koordinaten des wandernden Punktes mit 
X und y^ wie es allgemein üblich ist, so folgt: 
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Melurere in der letzten Zeit erschienene Schriften verfolgen den Zweck, die synthe- 
tische Geometrie der Kegelschnitte in die oberen Klassen der höheren Lehranstalten 
einzuführen; auch das hier angezeigte Buch ist ein Versuch in dieser Richtung. 

Nach einer Einleitung über harmonische Beziehungen werden — stets mit Be- 
nutzung von MaßbeziehungeXL — die einfachsten projektivischen Beziehungen der Punkt- 
reihen und Strahlenbüschel entwickelt, die in den Sätzen des Pascal und Brianchon 
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der Kegelschnitte, insbesondere die Achsen-, Mittelpunkt- und Brennpunkteigenschaften, 
abgeleitet. In den letzten Abschnitten werden die involutorischen Beziehungen und die 
polaren Eigenschaften der Kegelschnitte behandelt; den Schluß bildet eine Anzahl von 
Ubungssätzen und Konstruktionsaufgaben aus den besprochenen Gebieten. 

Die Elemente der Kegelschnitte 
in synthetischer Behandlunp:. 

Zum Gebrauch in der Prima höherer Lehranstalten 

bearbeitet von 

Dr. W. Erler, 

weil. Professor am Kgl. Pädagogium zu Züllichau- 

6. Aufl., besorgt V. Dr. L.Hti ebner, Professor am Gymnasium zuSchweidnitz. 
Mit 30 Figuren im Text. [VI u. 60 S.] gr. 8. 1903. kart. JK 1.20. 

„ . . . Die Eigfuren sind deutlich und leicht übersichtlich, die Darstellung ist klar, 
und leicht fafilich und die Ausstattung des Buches eine sehr gute. Wir können das 
kleine Werk in seiner jetzigen Gestalt sowohl zum Schulunterricht als auch zum Privat- 
studium aufs wärmste empfehlen. War das Buch auch schon früher ein recht brauch- 
bares, so hat es jetzt bedeutend an Wert gewonnen. 

(Dr. H. Servus im Pädagogischen Archiv. 1901. Heft 3.) 

„. . . In vier Abschnitten: „die Parabel, Ellipse, Hyperbel und die drei Kegel- 
schnitte" werden diese Kurven in einer so fruchtbaren und klaren Weise untersucht, da£ 
das Werkchen als Schulbuch sehr zweckmäßig und brauchbar für die Bedürfnisse der 
Prima, selbst eines Bealgymnasiums und einer Oberrealschule mehr als ausreichend er- 
scheint, zumal da die Kegelschnitte von einem höheren Gesichtspunkte aus als Zentral- und 
Parallelprojektionen wie als harmonische Abbildungen des Kreises aufgefaßt und die 
Eigenschaften der Asymptoten durch die Ähnlichkeit der Kegelschnitte in überraschender 
Weise in ihr rechtes Licht gestellt werden. Sowohl der Lehr- als auch der tTbungsstofT 
(155 gegen 120 Aufgaben) hat eine wesentliche Erweiterung und Verbesserung erfahren.'' 

(Gymnasium. 17. Jahrgang. Nr. 24.) 

Lehrbuch der analytischen Geometrie. 

Von 0. Fort und 0. SchlomUcIi. 

In zwei Teilen. 

L Teil: Analytische Geometrie der Ebene von O. Fort, weil. Professor am Königl. Poly- 
technikum zu Dresden. 7. Aufl., von B. Heger in Dresden. [XVH u. 268 S.] 1904. geh. 
JC^' — f in Leinwand geb. <i^ 4.80. 

II. Teil : Analytische Geometrie des Baumes von Dr. O. Schlömilch, weil. K. S. Geheimem 
Bat a. D. 6. Aufl., von B. Heger in Dresden. Mit in den Text gedruckten Holzschnitten. 
[VHI u. 338 S.] 1898. geh. JC 5.—, in Leinwand geb. Jl b.üO. 

„ . . . Wegen dieses streng systematischen Aufbaues verdient das Werk, obgleich 
kein Schulbuch im engeren Sinne, doch auch an dieser Stelle eine warme Empfehlung: es 
wird nicht nur dem jungen Studierenden, für den es zunächst geschrieben ist, vorzügliche 
Dienste leisten, sondern auch dem bereit ^ in die Sache eingeführten älteren Schüler, der 
begierig ist, mehr zu erfahren und eine höhere Warte zu erklimmen, und nicht minder 
dem Lehrer der Bealprima bei der Vorbereitung auf den Unterricht — die methodische 
Vorarbeit freilich erspart es Ihm nicht." (M. Schuster im Pädagog. Archiv. 1905. Heft 3.) 
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Encyklopadie der Elementar-Mathematik. 

Ein Handbncli für Lehrer nnd Studierende Yon 

Dr. Heinrich Weber und Dr. Joseph Wellstein, 

Professoren an der Uniyersität Straßbnrg. 

In 3 Bänden. 

I. Elementare Algebra und Analysis. 

Bearbeitet von H. Weber. 2. Auflage. Mit 38 Figuren im Text. 
[XVIII u. 539 S.] gr. 8. 1906. In Leinwand geb. n. JL 9.60. 

II. Elemente der Geometrie. 

Bearbeitet von H.Weber^J. Wellstein und W. Jacobstlial. Mit 280 Text- 
figuren. [Xn u. 604 S.] gr. 8. 1905. In Leinwand geb. n. JL 12.— 

III. Anwendnngeu der Elementar-Mathematik. [ü. d. Pr.] 

Das Werk verfolgt das Ziel, den künftigen Lehrer auf einen wissenschaftlichen 
Standpunkt zu stellen, yon dem aas er imstande ist, das, was er später zu lehren hat, 
tiefer zu erkennen und zu erfassen und damit den Wert dieser Lehren für die allge- 
meine Geistesbildung zu erhöhen. — Das Ziel dieser Arbeit ist nicht in der YergröBerung 
des Umfanges der Elementar-Mathematik zu ersehen oder in der Einkleidung höherer 
Probleme in ein elementares G-ewand, sondern in einer strengen Begründung und leicht 
faßlichen Darlegung der Elemente. Das Werk ist nicht sowohl für den Schüler selbst 
als für den Lehrer und Studierenden bestimmt, die neben jenen fundamentalen Betrach- 
tungen auch eine für den praktischen Gebrauch nützliche, wohlgeordnete Zusammen- 
stellung der wichtigsten Algorithmen und Probleme darin finden werden. 

„Daß Hochschullehrer von der Bedeutung der Verfasser die Elementar-Mathematik 
von höherer Warte aus behandeln und mustergültig darstellen, ist selbstverständlich. 
Jeder Lehrer, jeder Studierende muß das Werk, welches nicht nur in methodischer, 
sondern auch in systematischer Hinsicht von Bedeutung und daher eine wichtige Er- 
scheinung der elementaren mathematischen Literatur ist, besitzen und studieren.** 

(Zeitschrift für lateinlose höhere Schulen. 15. Jahrgang. Heft 8.) 

Die Elemente der analytischen Geometrie. 

Zum Gebrauche an höheren Lehranstalten sowie zum Selbst- 
studium. Mit zahlreichen Übungsbeispielen. 

In zwei Teilen. 

I. Teil: Die analytische Geometrie der Ebene. Von Dr. H. Ganter^ 
Professor an der Kantonsschule in Aarau, und Dr. F. Rudio, Professor 
am Polytechnikum in Zürich. Mit 53 Figuren im Text. 6., verbesserte 
Auflage. [VIU u. 190 S.] gr. 8. 1906. In Leinw. geb. JC Z.— 

II. Teil: Die analytische Geometrie des Raumes. Von Dr. Ferd.Rudio, 

Professor am Polytechnikum in Zürich. Mit 12 Figuren im Text. 3., ver- 
besserte Auflage. [X u. 186 S.] gr. 8. 1901. In Leinw. geb. JC Z. — 

„Das rasche Aufeinanderfolgen neuer Auflagen ist an und für sich schon ein Beleg 
für die Güte und Brauchbarkeit dieses Lehrbuches. Wenn sich aber trotz des durch- 
schlagenden Erfolges die Autoren in ihrer bekannten Rührigkeit noch bemühen, die in 
verschiedenen, ausnahmslos günstigen Besprechungen geäußerten Wünsche nach Er- 
weiterung nach Mafigabe des Grundplanes tunlichst zu berücksichtigen, so sichern sie 
damit ihrem Werke dauernde Beliebtheit und verschaffen ihm schließlich jene klassische 
Bedeutung, welche nur durch das harmonische Zusammenwirken von Arbeit und Kritik 
erreichbar ist. . . . Und so wird sich denn das nach streng wissenschaftlichen Prinzipien 
verfaßte und dabei leicht verständliche Werk beim Schul- und Selbstunterricht neuer- 
dings fruchtbringend bewähren und zuversichtlich noch späteren Generationen in immer 
zeitgemäßem Gewände ein Born gründlicher Belehrung bleiben.^' 

(Zeitschrift für das Bealschulwesen. 23. Jahrgang. Heft 12.) 



